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Capitolul 1

BRA VECT A

1.1 Introducere

In studiul gtiintelor naturii apar in mod frecvent doua feluri de marimi:
scalare gi vectoriale.

Marimile scalare, sunt bine determinate prin cunoagterea unui sin-
gur numar real care exprima masura scalarului in raport cu o unitate.

Exemple: lungimea unui segment, aria unei suprafete, volumul unui
corp, masa, densitatea, lucrul mecanic, etc.

Spre deosebire de acestea, marimile vectoriale pentru a fi determi-
nate mai au nevoie in afara masurii intensitatilor gi de alte elemente.

Definitie. Numim vector un segment de dreapta ale carui capete
sunt considerate intr-o ordine data. Elementele caracteristice ale unui
vector sunt:

- direcfia - data de dreapta suport

- sensul,

- modulul sau mdritmea adica lungimea segmentului gi

- originea.

Dintr-un segment elementar AB se pot construi doi vectori: AB si
BA.

In notatia vectorului prin doua litere gi o sageata deasupra lui AB,
prima literd indici originea, iar cea de a doua extremitatea vectoru:

lui.Modulul vectorului AH se noteaza

AH! si el este un scalar.

1
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2 CAPITOLUL 1. ALGEBRA VECTORIALA

In anumite cazuri pentru simplificarea scrierii, vectorul se noteaza
. . ~ . bl ~ ~ = =¥ . .4
printr-o singuré litera cu sageatd deasupra: V, a, iar modulul: |V/|,

|a].

A A
Fig. 1

In mecanica: forta, viteza, acceleratia reprezinta exemple de vectori.
Vectorii se impart in urmatoarele trei clase:

1. Vector: ficsi sunt vectorii cu toate cele patru caracteristici fixe.

2. Vectori alunecatori sau glisan{i sunt vectorii care au modulul,
directia si sensul fixe iar originea se poate deplasa de-a lungul
dreptei suport.

3. Vectori liberi sunt vectorii care au modulul, directia gi sensul fixe
iar originea poate fi considerata in orice punct din spatiu.

In tot ceea ce urmeaza vom studia numai vectorii liberi.

Doi vectori se numesc paraleli daca au aceeasgi directie.

Doi vectori se numesc egali sau echipolenti dacad au acelagi modul,
aceeasi directie gi acelasgi sens.

Doi vectori se numesc opugi daca au acelagi modul, aceea§1 directie
gi sensuri opuse. Opusul vectorului V il vom nota — V.

Se numeste vector nul, vectorul care are modulul egal cu zero, iar
directa si sensul nedeterminate.

1.2 Operatii cu vectori.

Adunarea vectorilor

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro




1.2. OPERATII CU VECTORI. 3

Fie V, si V2 doi vectori dati.Cu ougmea intr-un punct O din spa§m

constuum vectorii egali cu vectorii V, sl V2 Suma a vectorilor Vl s

——

V2 este vectorul OA (Fig.2) si notam

—

Vi+ V2 =0A (1.1)

Acest mod de sumare se numeste regula paralelogramului.
Putem insa proceda si altfel: cu originea in punctul O construim

-

vectorul V, lar apoi cu originea in extremitatea lui V| construim vec-

torul Vg.

Fig.2
Se observa ca In acest caz vectorul suma V, + V5, este vectorul
cu originea 1n originea primului vector gi extremitatea in extremitatea
celui de al doilea vector. Cu alte cuvinte vectorul suma este vectorul
care inchide linia poligonala construita cu cei doi vectori.

Acest al doilea procedeu permite sumarea mai multor vectori dintr-o
data. oL B B .
Fie v, V5, V3,....., V n vectori dati. Suma lor V= kzl Vi este

v 5 v[*lg3

reprezentata in Fig.4. Ps

An

q\ %
&
0

— n —
V= }’:Vk
k=1

Fig.4

Proprietatile adunarii vectorilor
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4 CAPITOLUL 1. ALGEB ECTORIALA

1. ‘_/'] + %=l72 + \_/2 (comutativitatea). Aceasta proprietate rezulta
din insasi definitia sumei.

2. Vi +(‘72 4 17;) = (\71 + l—/;)+ V3 (asociativitatea)

Demonstratia acestei proprietati se poate face grafic pe Fig.5.

Fig.5

4 —
Observatie. Suma a doi vectori paraleli V; gi V; este un vector, care

— -
are aceeasi directie cu vectorii V; si V2 §i uneste originea primului vector
cu extremitatea celui de-al doilea vector.

. T -
V‘ 2 — v'
P 2
fa——
V - - ]
Vi + V2 - Vi + V, R
Fig.6 Fig.7
Daca \/;, si V5 au acelasi sens atunci:
‘Vl + V3 =IV|I+ Vs
Daca V., g1 V5 sunt de sens contrar si ‘V,l > |V,| atunci;

Vov = V|- i)

Scaderea a doi vectori
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1.2. OPERATII CU VECTORI. 5

Diferenta (Fig.8) a doi vectori inseamna :

So Vi VsV (— VQ) (1.2)

e

s
A
0 ,
] A oV, o
Fig.8 Fig.9

Inmultirea dintre un scalar gi un vector.

Definitie. Se numeste produs dintre scalarul a gi vectorul V un alt

— e —
vector notat a V care are aceeagsi directie cu V/, acelagi sens cu V sau
sens opus dupa cum a este pozitiv sau negativ, iar modulul este dat de
relatia:

a V| =lal

\7| (1.3)

Proprietéti ale inmultirii dintre un scalar gi un vector.

1. (a+b)V=aV +bV
Demonstrafie. Consideram scalarii a gi b pozitivi. Vectorii

aV.,bV‘,(qub)V,

au toti uceeaql directie si sens cu V (Fig.9). Deci vectorii a V +b V §i
(a +b) V au aceeasi directie g1 acelasi sens. Apoi, vectorii a v gi b v

fiind paraleli gi de acelagi sens, rezulta: |a V +b V‘ = |la V + b V' =

1 V"+b v = (a +b) %

vJ .
pozitivi demonstratia se face in mod analog.

= [(a + b) V' Daca a gi b nu sunt amandoi

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



6 CAPITOLUL 1. ALGEBRA VECTORIALA

2. a(V, + Va) =a Vi +a V
Demonstrafie. Presupunem a > 0.

Paralelogramele construite pe vectorii V1, Vo, a V si aVa(Fig.9) sunt
asemenea deoarece avem:

()A’1 a Vl a ‘—/’1| . OA; ‘(1 ‘72 a Vz’
= T - = Q §1 = '—" =g -—__. = Qa
O ‘vl 04 |y, w}

Rezulta ca diagonalele 0A si OA’, sunt paralele, adica vectorii 1/| + V‘;
sl
a V1 +a V2 au aceea§l directie.

Insa vectorul V1 + V2 are aceeasi dlrect;le cu vectorul a(V, + V4)

gl scalarul a fiind pozitiv, vectorii a(Vl + Vg) gl a Vi +a ‘/2 au acelasi
sens. Avem de asemenea:

OA' a§1+a‘7; aﬂ+{/;
= | — | = - e =a
04 Wi+ v +V;
adica: al7, +a\—/;=a ‘_/'|+\_/;

3. a(d \7) = (ab) X7

Demonstratia se face fara nici o dificultate avand in vedere pro-
prietatile numerelor reale.

Descompunerea unui vector

a) Descompunerea unui vector dupd doud direc{it concurente din

acelagi plan.

Din extremitatea A (Fig.10) a vectorului V se duc paralele la dreptele
(Ay), (Ay) pe care le intalnesc in punrtele A, gi A,.

Se runSIdela vectorii ()4,-—L I,OAQ——‘/Q . Rezulta V=V L4V 2
Vectorii V. s v 2 se numesc componente vectoriale ale vectoruhu v

fata de directiile (Ay) si (Ay).

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.2. OPERATII CU VECTORI. 7

b) Descompunerea unut vector dupd trei direcfit concurente necoplanare.

Din extremitatea A (Fig.11) a vectorului [7 ducem o paralela la dreapta
(A3) pana intersecteaza planul format de (A;) si (A,) in A'.
Din A" se duc apoi paralele la (A ) §i (Az) pe care le intalnesc in

A, si Ay. Consideram vectorii OA,-V],OAQ V2 sl OAq—Vg

(8,)

A/ A

A (a,)
Fig.10
Rezulta: \_/’=V1 +V,+ Vs
Versorul

Versorul este un vector avand modulul egal cu unitatea. Prin versor
al unui vector intelegem versorul care are aceeasi directie gi acelasi sens

cu vectorul dat. Versorul vectorului V este dat de relatia:

vers V= —1j v (1.4)
M

Coliniaritatea a doi vectori

Doi vectori se numesc coliniari daca sunt situati pe aceeasi dreapta
suport. Pentru vectorii liberi notiunea de coliniaritate coincide cu
notiunea de paralelism.

L -

Propozitie. Daca vectorii V', V4 sunt coliniari atunci intre ei exista

relatia:

(¥ ‘;l +,3 Vz—t 0
unde « si [ nu sunt nuli simultan.

Vi
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro

Demonstrafie. Avem: wvers V= 1V, sl vers Vo= [i Vi si
- ‘/;I



8 CAPITOLUL 1. ALGEBRA VECTORIALA

vectorii fiind coliniari rezulta: vers V; = £ vers V, adica:
— 1
Vi= =
Va

1

~ Va
Vl‘

Vi

Fiea= 21 si08= :t—l—[rezultii: « \_/’1 +0 l72= 0
Va
Propozitie. Daca intre doi vectori \—/'1 s \—/.2 exista relatia

a‘71 +4 ‘72=0 (1.5)

atunci vectorii sunt coliniari.
Demonstm}ze Vectorul a V1 este cohmar cu V1, iar vectorul —/ Vz

este coliniar cu VQ Cum « Vl— -p V2 rezultd ca vectorii Vl gl Vz
sunt coliniari. B B
Observafie. Daca doi vectori V; gi V9 sunt coliniari atunci exista un

scalar a astfel incat Vi=a Vy.
Coplanaritatea a trei vectori

Propozitie.Daca trei vectori V1 , Vg gi V3 sunt coplanari

/
W V,
D —

Fig.12 T

atunci exista trei scalari o, 4, nu toti nuli astfel incat:
aVi+BVy+y V=0

Demonstrafie. Vectorii V‘l, 1;2, 1/3 fiind coplanari (Fig 12) pnt,em de
exe mplu desrumpnne pe V. dupa directiile vectorilor V) gl \’ Avem:
V |~-”’z t+ ”;

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.2. OPERATII CU VECTORI. 9

Insa W2 este coliniar cu Vz gl m baza observatiei de mal sus exxsta

un scalar =2 astfel incat Wg— —E VQ . Analog obtinem W3— —1 Vq )

Deci: 5
Vi=—— V2 - Vs
de unde deducem relatia din enunt.

— s
Propozitie. Daca intre trei vectori V1, Vs, V3 exista relatia:

o ‘_/'1 +p ‘72 +7y ‘73= 0 (1.6)

atunci vectorii sunt coplanari.
In baza definitiei sumei vectoriale, vectorul:

Vi= 29, -1,

este situat in planul vectorilor: :aé Vo sl —-;1 V3 adica in planul vecto-
rilor Vq i V3.

Proiectia unui vector pe o axa

Prin axa intelegem o dreapta pe care s-a stabilit un sens pozitiv de
parcurgere a punctelor sale. Vectorial o axa este caracterizata de un

versor.
\ B
v _}- "
A =T ’73/ '
r T
| |
| |
| |
| |
L L (A) -
Al B T
Fig.13

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



10 CAPITOLUL 1. ALGEBRA VECTORIALA

Numim unghi, a doi vectori ‘71 gl \; 2 unghiul mai mic sau egal cu
7 format de sensurile lor pozitive pe care-1 notam astfel (V},V}) . Fie
vectorul /ié V si axa (A) de versor u (Fig. 13)

Deﬁmgle Numim proiecfie a vectorului V pe axa (A) un scalai
egal cu produsul dintre modulul vectorului V gi cosinusul unghiului

format de V cu axa (A). Notam:

—
—

V| cos(V, ) (1.7)

priy V=|V]cosV,(8)) sau prg V=

Se observa ca proiectia unui vector pe o axa este un scalar pozitiv

—

sau negativ, dupa cum unghiul § = ({7, (A)) este cuprins intre 0 si

T
5 respectiv intre 3 g1 .

Expresia analitica a vectorilor
Sa consideram trei drepte(A,),(A,),(As), concurente, ortogonale
doua cate doua.

(A,)
k

Fig.14
(a,)

Orientam aceste drepte cu ajutorul vectorilors, j, k, astfel incat
triedrul ()(z , _] k) sa fie direct, adlca un observator situat de a lungul
versor llllll k cu capul in sensul lui k s observe suprapunerea versotului

i, peste j, de la dreapta spre stanga dupa un unghi de Y0 Figura
geometrica astfel construita se numesgte reper cartezian ortogonal.

Sa consideram un reper cartezian ortogonal gi un punct M in spatin
(Fig.15).

Vectorul OM se numegte vector de pozitie al punctului M. Descoin-
punem vectorul OM dupa directiile axelor Ox, Oy, Oz,

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.2. OPERATII CU VECTORI. 11

—

Obtinem: OM OM, + OM2 + OM;; Insa 6M| fiilnd colir_xiar cu
i existd un scalar z astfel incat OM]- T i Analog pentru OM, si
OMj3, OMy=y 3, OMjz==z2 k . Vectorul de pozitie va fi:

——

OM= mz+y]+zk

Descompunerea astfel obtinuta se numeste ezpresia analitica a vectoru-
lui OM. Scalarii z,y, z se numesc coordonatele punctului M si notam
M(z,y, z). Fiecarui punct M din spatiu ii corespunde in mod biunivoc
un triplet ordonat de numere reale, coordonatele punctului M(z,y, 2).

Sa consideram acum un vector oarecare V in spatiu determinat de
coordonatele extremxtagnlor sale A(zl,yl,zl) B(za,ys, 29) (Fig.16)

Avem: V AB dar AB OB OA

Insa OA I z +y j +2 k OB :vz i +1 ] +29 k

Deci: V= (22— 1) i +(t2 — %) J +(z2— 21) k;

sau notand X = (22— 1); Y = (y2 — n1); Z = (22 — 21), putem
scrie: i B . B

V=X i+Y j+Z k

X, Y,'Z se numesc componentele scalare ale vectorului V.

M ‘ 11 6
/ A
M

K

‘l -
0__-.’_._.4.._ .14—2————1—-0 o
My !
Fig.15 X Fig.16

Transcrierea analitica a operatiilor studiate.

Fie doui \ectou V;, Vz dagl pun explesnle lun analitice:

—

V]— Ty 1 +J1] +~|k§IV2— Ty 1 +U1_] +2z9 k

. Daca Vl—\ 5, atunci @, i +y )+ 2 k—— £y Ti. +y2 ] +22 k

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



12 CAPITOLUL 1. ALGEBRA VECTORIALA

ceea ce este echivalent cu z, = x93, y; = Y2, 21 = 2.
— —
2. Daca V= a V; atunci z, = az,y, y; = ¥, 21 = az.

3. Daca V, || ‘—/.2 atunci existd un scalar a astfel incat ]—/’,= aV,,

) = as, Y = aYq, 21 = azg de unde deducem:

4. Daca ‘_/'=‘_/’, + ‘—;2 gi notam 17 =z 7 +y ; +z l_c. atunci deducem:

iyl +zk=(@ i+ ]+ k) + (@ i+ ] +z k)

T=Z1+% Y= Nt 2= 21+22

Mai general dacd avem V = Ty i +Yp J +2, k cu p € {1,2,...,n}
n vectori gi construim suma:

wy ]

5T

p=1
atunci obtinem:

:c—z:c,,, y-—zyp, z—Zzp

p=1 p=1

Insa: z=pr- I7§i Tp = pr 17,, cup€(1,2,...,n}
— n —
Deci: pr- V=3 pr—V,
i p=1 s
sau Inca:
n o o__, n o
| X Ve =2 Ve
p=1 p=1
Analog pentru celelalte axe. Mai general mai putem scrie:
no__, n -
Pr(a) (Z Vn) =2 _pray Vy (1.8)
p=1 p=1

unde (A) este o axa oarecare. Am obtinut astfel:

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.2. OPERATII CU VECTORI. 13

Teorema proiectiei

Proiectia unei sume vectoriale pe o axa (A) este egala cu suma
proiectiilor vectorilor pe axa (A).

Raportul in care un punct imparte un segment dat.

Coordonatele unui punct M(x,y) care imparte un segment M;M,
inlr-un raport dat A .

Fie: %‘ﬁ:— = A adicd MyM = AM M, (Fig. 17) de unde deducem ca:

M,M= X MM,. Ins:

—p) —

MM=(z—21) i +(y—u1) 1 +(z - 2) &k

-

MMy= (2 —2) 7 (12 ~y) J +(22—2) k
gi inlocuind in relatia de mai sus :
-z =Mz2—2); Y- =My —y)i 2 — 2 =Nz — 2)

x_$1+/\$2,1__y1+/\y2,2_ﬂiil'_z (1.9)
STIEA YT 142 T 14 '

. .. . . \
In particular coordonatele mijlocului unui segment sunt:

Ty + Xy i+ Y2 Z1+ 22
= Y= 2= 1.10
2 2 2 ( )
2
) Hz(‘z,Yinz)
“uﬁ'
M‘( l‘.Y|-l|) -V—
y
Fig.17 Fig. 18

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



14 CAPITOLUL 1. ALGEBRA VECTORIALA
1.3 Produsul scalar

Definitie. Produsul scalar a doi vectori V}, V3 notat ViV, | este un
scalar egal cu produsul modulelor vectorilor prin cosinusul unghiului
format de cei doi vectori.

Vi-Va=|Vi|| Vs cos (ﬁﬁ) (1.11)

Proprietiti ale produsului scalar
1) Produsul scalar este nul in urmatoarele situatii:

a) \—/;=Osaul_/;=Osau ‘—/;=O§i \_/;=0
b) Vi# 0,20

insa cos(l_/;, ‘—/;) 0=> cos(V], Vg)

Deci, conditia necesara gi suficienta ca don vectori s& fie ortogonali
este ca produsul lor scalar sé fie nul.

2) Putem scrie (Fig.18) : 1;1’\72=

‘_/;. ("—/;' cos a) adica:

VirVi= |‘7| (”’”vi V) (1.12)

Se deduce ca : .

Vive= W (7, Vi) (1.13)

Concluzia: Produsul scalar a dot vectort este egal cu produsul dintre
modulul unuia din ei g proiecfia celuilalt pe el.

p — — - "
In particular daca Vo=u, unde u este versor (,u‘ = 1), obtinem:
== —
V,- u= lV,lcosa.
Adica: proiecfia unui vector pe o axd este egald cu produsul scalar
dintre vectorul dat gi versorul aze:.

pro V=V (1.14)

3) V; l_/: = l_/; V, (comutatnvntaten)

-

4) V] (V2 + V';) V1 V) + Vi-V3 (distributivitatea produsului scalar
fata de suma vectoriald).

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.3. PRODUSUL SCALAR 15

Demonstrajie. Avem succesiv:

Vir (Vs + V) = [V (pri; (G + VA)) = VA] (pry; Ve Va) N
Vie O+ 8) = [V (o Vi) + V| (i W6) =Vic 4 Vi
5) (a Vi) - (bV3) = (ab)(Vi-Vh)

Demonstratia se face fara nici o dificultate. Se deduce ca

2
=‘v

= "7‘ = (l7~ i—/') (1.15)

Expresia analitica a produsului scalar.
Mai intai sa observam ca:

Fie: Vi= X, i +Y j +Z1 ksiVa=Xo i +Ya § +Z2 K

Avem succesiv:
Via= (X1 i +Y1 7 420 k) - (Xa i +Ya j +22 k)

‘;1’"72= (X] _z' +Y1 ;+Zl l:) (X2 _{) (X] ; +Y }" + 7 /?)
Y2 §)+ (X1 i +Ya ] +Z k) (Z2 K)
Deci: .
WVi-Vo= X1 Xo + YiYo + 2,2, (1.16)

In particular pentru 1—/;=‘_/;=‘_/,= X _i* +Y ; +7Z ; avem: 1/—'.\_/':

X% 4+Y? 4+ Z2 deci
‘x7|= VX2 4+Y24 72 (1.17)

Aplicafie. S calculam distanta dintre doua puncte M,(X,,Y,, Z,) si
Ma(Xa2,Ya, Za). Avem: MyMo= (Xo—X,) i +(Ya=Y1) § +(Zo—21) k
de unde:

—

MM,

= J(Xa = X))2+ (Y = Vi)2 + (Zy — Z,)? (1.18)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro




16 CAPITOLUL 1. ALGEBRA VECTORIALA

Din definitia produsului scalar a doi vectori deducem:

éos (m) _hv
[VA|| V2|

care are urmatoarea expresie analitica:

cos (V,,Vg) XiXo+ YWY+ 2,2, (1.19)
VXP+Y2+ 23X+ YR+ 23
Pentru conditia de ortogonalitate a doi vectori avem:
Vil Va<=> X1 Xa + Yo+ 2125 = 0 (1.20)

Daca notam cu a,f,7 unghiurile pe care le face vectorul V X i
+Y ] +7Z k cu axele de coordonate, atunci:

cosa=cos(i/:,\?) = g;.;. = m
R )
cos 7y = cos ({/:,\;) = .‘—,‘Z‘;‘;« = \/x'.q%,'fﬁ?
de unde deducem:
cos’a + cos®f + cos’y =1 (1.21)

cosa , cosf? | cos’y se numesc cusmugn directori ai vectorului V.

Versorul ¢ al vectorului V este:

ﬁ:,—‘!;-"—/.=m(x:+y.]+2k')

U= cosa ; +cosﬂ,3 +cosy Ic

(1.22)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.4 PRODUSUL VECTORIAL 17

1.4 Produsul vectorial

Vi< V2
v—z A, -
V2
‘Tl Ay
° Vi
Fig.19 Fig.20

o
Definitie. Produsul vectorial a doi vectori Vj, V5, considerati in

—

aceasta ondme este un vector notat V| x Vz, pexpendlculal pe vec-

torii V; si Vrb orientat astfel incat triedrul V,, Vz, V, X V2 sa fie direct
(Fig.19).

Modulul este dat de relatia:
sin(Vy, Va) (1.23)

|VT>< Vs v,

=%

Proprietatile produsului vectorial
1) Modulul produsului vectorial este un scalar reprezentand aria
paralelogramului (Fig.20) construit pe cei doi vectori.

A, sin(()“;l],();lz)
2
De unde deducem: aria paralelogramului

|0A4

aria Doaa, =

Aoaaa, = | Vi x Vo . (1.24)
Pentru aria unui triunghi ABC avem formula :

ABxAC
A = LAl . | (1.25)

2) Produsul vectorial se anuleaza in urmatoarele situatii:

o

° \, 0 sau \z— 0 san \‘:| -~-\;-—; 0
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CAPITOLUL 1. ALGEBRA VECTORIALA

— —_— ——

sin(V;, 15) = 0 = (‘71‘7;) =0 sau (vn%) =7

Criteriul de paralelism: Doi vectori sunt paraleli daca i numai
daca produsul lor vectorial este nul.

» ‘71 X ‘72= —(‘—/; X \7;) (anticomutativitate).
Demonstratia rezultd din Fig.21.

e (a 1_/;) x (b \72) = (ab)(l_/; X l_/;) Demonstratia se face fara difi-

cultate, considerand mai intai cazul a > 0,b = 1 gi apoi celelalte
situatii.
° \—/; x(l% + 1_/;) =\_/; X ‘—/; + ‘—/; X 1_/; (distributivitatea produsului
V

vectorial fata de suma vectoriald). 2 2

—

-
\4"VL

J
Fig.21 Fig.22

Expresia analitica a produsului vectorial

Pentru versorii axelor de coordonate ;’, 7, k (Fig.22) avem:

Fie: Vi= X, i +Y1 j +Z1 ks Vo=Xa i +Y2 j +Za k
doi vectori dati prin expresiile analitice.
Avem succesiv:

V,><V2_ (X, i +Y1 J+Z E)x (Xa i +Y5 j +2; k) =

= (X, i +Y, ] +7, k) X (X z)+(X| i +Y1 J +2, k) (Y2 j’)’*'
+(X) @ 1Y, J +7 IC) (22 k)
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1.5. PRODUSUL MIXT 19

-

VixVe= (122 — Y22) © —(X1Z2 — Xa2Z)) § +(XaYa — XaY)) k

Expresia analitica a produsului vectorial o putem scrie in mod conventional

sub forma:
- — i J k
ixW=| X, Y, Z (1.26)
Xy Yo 7y

1.5 Produsul mixt

— —

Definitie. Produsul mizt a trei vectori Vy, V,, Va, considerati in aceasta

ordine, este un scalar egal cu produsul scalar dintre vectorii V; i V}
—
X Vi, adica:

7 (v x f/’) (1.27)

Semnificafia geometrica a produsului mict

Vi (Vax V)| = Vs x Vi

p‘o“zx{/;‘/ll =A-IT=V,

Valoarea absoluta a produsului mixt este egala cu volumul paralelip-
ipedului (Fig.23) construit pe cei trei vectori.
Vi- (Vo x Vs)

V= (1.28)

0

ot

Fig.23
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20 CAPITOLUL 1. ALGEBRA VECTORIALA

Expresie analitica a produsului mixt.
Fie 1}:,‘= b 3 +Yn J +Z,. E , m € {1,2,3} trei vectori dati.
Avem succesiv :

V]‘(2><V3)=(X1i+ylj+zlk)' X, Yy Z,
X3 Yy Z3
sau :
- L Xy ' 4
Vi (axVa)=|Xs Yo 2y (1.29)
Xs Ys Z3

Proprietatile produsului mixt

1. Vi (Vs x Va) =Va -(Va x Vi) =Va (Vi x V&)
2. (aVh) - [(b VA) x (c V&)] = (abe) - [Vi (Vi x VA)]
3.V, Ve x(Va + Va)] =Vi- (Vo x Va)+ Vi (Vi x VA)

4. Vi (VaxAVh) =0,A€R

- —

5. Trei vectori V), V3, V3 sunt coplanari dacd gi numai daca pro-
dusul mixt este nul, adica:

Xy Y 7,

Xy Yy 7,
X3 Yy Zj

=0 (1.30)

|

1.6 Dublul produs vectorial | |

Definitie. Dublul produs vectorial a trei vectori ‘—/;, ‘—/;, Vg considerafi iﬁ
aceastda ordine, este un vector V dat de egalitatea; V'=1;1 ><(V; X f/;) ‘

Vectorii ‘_/;, \;';, l“/; fiind datji, construim un reper cartezian ortogonal
particular (Fig.24 ) luand drept axa Oz axa determinata de V; apoi Oy
in planul determinat de ‘7; gi (/;
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1.6. DUBLUL PRODUS VECTORIAL 21

Fata de acest reper vectorii au urmatoarele expresii analitice :
Vi=Xii tY1J+21 ks Va=Xa 4 Vi=X3 4 +Y3
Avem succesiv :

‘72 X ‘_/:3— X2Y3 k
Vix (Vo x Va) = (X © +Y3 5 421 k) x (Xa¥i K) =
= —X; X33 ] +Y1XaYs ©

Insd X, (Ys 3’) = Xo Vb —XoXs i=Xo Vs —Xs Vi
deci :

Vi X (Vg x Va) = =Xi(Xp Vs —Xs V3) + ViYs V=
= (X1 Xs + WY3) Vi =X X, Vi

Cum X, X3 + 1Y3 -—-‘71 ' l-}.;; X1 Xy = ‘71 ‘72 deducem :

Vix(Vax Va) = (Vi - Va) Vo —(Vi - Vo) Va (1.31)

egalitate care constituie formula de descompunere a dublului produs
vectorial. o

t1 v,
K Vo
ol )} s
e y
A %
Fig.24

x

Se ubsexva ca dublul produs vectorial este un vector coplanar cu
vectorii \ gl V3
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1.7 EXERCITII

L

Care este conditia pe care trebuie sa o satisfaca trei vectori
—_ T

a, b, c, pentru ca ei sa formeze un trlunghl

Sa se demonstreze ca medianele unui triunghi dat ABC pot fi
laturile unui triunghi.

Sa se demonstreze pe cale vectoriala teorema liniei mijlocii dintr-
un triunghi.

Sa se demonstreze pe cale vectoriala teorema cosinusului.

Sa se calculeze pe cale vectoriala medianele unui triunghi in functie
de laturi.

Sa se demonstreze pe cale vectoriala ca daca o dreapta este per-
pendiculara pe doua drepte neparalele dintr-un plan atunci aceea
dreapta este perpendiculara pe plan.

Sa se arate ca intr-un paralelogram ABCD in care O este punc-
tul de intersectie a diagonalelor gi M un punct oarecare, avem,
relatiile:
a) MA MC— MO? - AS
b) MB - MD= MO? - BD”

c)(MA + MD) (MC + MD) = 4MO? — BC*
d)(MB + MC) - (MD + MA) = 4MO? — AB?

Sa se demonstreze pe cale vectoriala teorema sinusurilor.

Se dau punctele A(1,0,a), B(—1,2,0),C(1,2,-2), D(1,2,4).Se cere:
a) Sa se figureze punctele A, B, C, D.

b) Sa se afle perimetrul triunghiului ABC.

c) Sa se calculeze unghiurile triunghiului ABC.

d) Sa se calculeze aria triunghiului ABC.

e) Sa se afle inaltimile triunghiului ABC.
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1.7 EXERCITII 23

10.

11.
12.

13.

14.

15.

f) Sa se determine versorul vectorului AB.

g) Sa se determine proiectia vectorului AD pe AB.
h) Sa se afle volumul tetraedrului ABCD.
i) Sa se afle distanta punctului D la planul ABC.

j) Sa se calculeze vectorul AB x(/—lz' % /i_l’))

Sa se determine « astfel incat vectorii:
Vi=3i+aj -2k
Vo=—1i+4 5 +2k
Va=24 45746 k

sa fie coplanari.

S& se arate ca dacd = A @ +pu Z, atunci @ (z x¢c)=0

Se dau punctele A(0,0,1), B(2,4,1). Sa se determine un punct
C,

situat in planul xOy astfel incat triunghiul ABC sa aiba aria egala
cu v/5u? iar unghiul din A egal cu 60°.

Se dau puncteleA(0,1,1), B(2,1,3). Sa se determine un punct
C pe prima bisectoare a unghiului xOy, astfel incat triunghiului

ABC sa fie dreptunghic in A.
Se dau puncteleA(—2, —14, —5), B(10, -5, 10),C(—11, —2,10). Sa

se arate

— — —
ca vectorii OA, OB, OC formeaza uchiile unui cub.

Fie a si b doi vectori neparaleli gi V un vector paralel cu planul

format de a i b. S se arate ca:
(Hx_5)~(l7><g)ﬁ I;xﬁ')-(VXEQ‘,
V= R a + — 3 b
(d X b) (b X a)
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17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

CAPITOLUL 1. ALGEBRA VECTORIALA

Sa se demonstreze ca trei vectori a, b, ¢, formeaza laturile unui
triunghi daca si numai daca:
—

— - - —
a X p=ph X c=c¢c Xa

e s 4 —

Sa se arate ca vectorii (Vo-V3) Vi — (V3 - Vi) V4 si V3 sunt ortogo-
nali.

In ce caz suma si diferenta a doi vectori sunt vectori ortogonali ?

Si se calculeze (a + E) x (a — E)

—

Stiind c& a=4 — j +2 =27 + E, sa se calculeze:

S

)

>

a-b—-|axbl

Sa se demonstreze, vectorial, ca inaltimile unui triunghi sunt con-
curente.

Sa se demonstreze, vectorial, ca medianele unui triunghi sunt con-
curente si sa se determine vectorul de pozitie al punctului de
concurenta.

Sa se demonstreze, vectorial, ca bisectoarele interioare ale unui
triunghi sunt concurente.

Sa se stabileasca vectorial formula pentru cos(a + b) gi sin(a+b).

Se da o sfera cu centrul O, de raza R si P, P’ doua puncte de pe
sfera, diametral opuse. Sa se arate ca oricare ar fi punctul M din
spatiu avem :

MP.-MP = MO* - R*,
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PLANUL SI DREAPTA

21 PLANUL

Ecuatia unui plan determinat de trei puncte

Fie M(zk,yx,2x) unde k € {1,2,3} trei puncte din spatiu. Ele
determina un plan (P). Sa mai consideram in planul (P) un punct
oarecare M (z,y, z).

X Fig.25

Vectorii Ni;JW, M;Alﬂ\/ll, M_,_li/l-z sunt situagi in planul P, deci:
MyM - (MJW. x MTM?) o,

25
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26 CAPITOLUL 2. PLANUL SI DREAPTA

adica:
T—T3 Y—UYs 2z2—23
Ty —T3 Yh—Yys 21—=23 |=0 (2.1)
Iy —T3 Y2~ Y3 22— 23

Determinantul din ecuatia (2.1) provine insa din dezvoltarea urmatorului
determinant:

z y =z 1
T,y oz 1

=0 2.2
Ty Yo 29 1 (%:2)
T3 Y3 23 1

Relatia (2.2) reprezinta ecuatia planului determinat de trei
puncte.
Sa consideram cazul particular cand punctele sunt situate pe axele de
coordonate, adica M,(p,0,0), Ma(0,q,0), M3(0,0,r). Inlocuind in (2.2)
obtinem:

ol oOow

1
1
1—-0
1

oW R
2 O O N

care dezvoltat ne da:

qgrz — pgr +rpy + pgz =0
sau Inca:
z z .
= (2.3)
p q T
(2.3) reprezinta ecuatia planului prin taieturi p, q, r sunt taieturile
planului pe axele de coordonate. Conditia de coplanaritate a patru
puncte My (z, Yy, 2x) unde k € {1,2,3} se obtine din ecuatia (2.2)
inlocuind pe z,y, z cu x4, ¥4, 24. Dupa o schimbare convenabila de linii
conditia de coplanaritate se scrie:

Ty, oz 1

Ty Y2 22 1 ’
=0 2.4

T3 ys 23 1| (2:4)

Ty Y4 24 1
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21. PLANUL 27

Ecuatia generala a planului

Dezvoltand determinantul din ecuatia (2.2) dupa elementele primei
linii obtinem:

n oz 1 T,z 1 Ty, y 1 Ty, Y1 2
Y 2 1| z—|22 20 1|:y+|22 yo 1|:2—|29 o 22|=0
Y3 23 1 T3 23 1 3 Y3 1 T3 Y3 23

care poate fi scrisd suly forma :

Az +By+Cz+ D=0 (2.5)

unde A, B, C, D sunt determinantii din ecuatia anterioara cu sem-
nele lor.

Relatia (2.5) reprezinté ecuatia generald a planului.

Se observa ca ecuatia generalda a unui plan este o ecuatie de gradul
unu in variabilele x, y, z.

Reciproc: figura geometrica formata din multimea punctelor M(x,y,z)
din spatiu ale céror coordonate verifica ecuatia (2.5) este un plan. Intr-
adevar, fie My(zk, yx, 2x) unde k € {1,2,3} patru puncte oarecare care
verificd ecuatia (2.5) adica:

A:c]+By,+Cz1+D=O
A.’L‘2+By‘2+CZQ+D=O
Axzz+ Bys+Czz+ D =0
Ax4+By4+C'z4+D=0

(2.6)

poate fi interpretat ca un sistem omogen de patru ecuatii cu patru
necunoscute A,B,C,D. Cum coeficientii ecuatiei (2.5) nu pot fi toti nuli,
rezultd ca sistemul (2.6) admite gi solutii nebanale, deci:

Ly Y 2
Ly Y2 22
T3 Y3 23
Tqg Ya 24

[ G Y S -

care este tocmai conditia de coplanaritate a celor patru puncte.

Planul determinat de un punct si un vector director .
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28 CAPITOLUL 2. PLANUL SI DREAPTA

Numim vector director al unui plan orice vector nenul perpendicular

!

v

pe plan.

(P)

Mo(%g,Yo 20)

Fig.26

Fie My(zo, Yo, 20) un punct dat si ‘_/'= A ? +B ; +C I—c. un vector
dat. S& determinam ecuatia planului determinat de Mg si V. Con-
sideram un punct oarecare M(z,y,2) € (P). Vectorii V §i MgM sunt
ortogonali, deci:

V. MyM=0

adica:

Az — 20) + By —y0) + C(z — 20) = 0 (2.7)
care constituie ecuatia planului determinat de un punct gi un
vector director. Dezvoltand obtinem : Az + By+ Cz — (Azy + By, +
C2p) = 0. Comparand aceastd ecuatie cu ecuatia generald a planului

(2.5), se observa ca coeficientii variabilelor din ecuatia generald a unui
plan reprezinta componentele scalare ale vectorului director al planului.

-
z v

Fig.27
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21. PLANUL 29

Ecuatii de plane in pozitii particulare fata de sistemul de axe.

Fie (P) un plan dat prin ecuatia sa generala:
Ar+ By+Cz+ D=0

avand vectorul director ‘—/’= A 7 +B ; +C ;c’

Vom considera unele pozitii particulare ale planului P fata de sis-
temul de axe. . . oL

a) Dacd A =0, atunci V=B j +C k i VL1i, adica (P) || Oz si
ecuatia planului devine: By + Cz + D = 0. De aici deducem cé daca
in ecuatia generala a unui plan lipseste o variabila atunci planul este
paralel cu axa a carei variabila lipseste.

b) Daci A = B = 0, atunci V= C k si VL 2Oy, adici (P) || zOy
iar ecuatia planului este Cz + D = 0. Deci daca in ecuatia unui plan
lipsesc doua variabile atunci planul este paralel cu planul format de
axele celor doua variabile.

c) Daca D = 0, atunci O(0,0,0) € (P) si ecuatia planului este

Az + By + Cz = 0.

d) Daca A = D = 0, atunci Oz € (P) si ecuatia planului este
By+ Cz=0.

e) Daca A = B = D = 0, atunci planul (P) este paralel cu planul
20y si trece prin origine, deci (P) coincide cu planul xOy, iar ecuatia
sa este C'z = 0 sau z = 0. In concluzie avem : = = 0 ecuatia planului
yOz, y = 0 ecuatia planului 2Oz, z = 0 ecuatia planului 20y

Paralelismul, ortogonalitatea gi unghiul a doua plane.

Fie planele:

(Pl): A1$+Bly+C,z+D1 =0§l
(1’21) : Az.’D + B-zy'FC'QZ'*- D2 =0

avand -vectorii directori:
Vl A] : +13| ] +C| k §l
\4— Ay i +Bl j +C, Ic

A B G
Vil Vpeo =L = L = 22
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30 CAPITOLUL 2. PLANUL $I DREAPTA

(P,) L (P,) ®ViL V& AjAy + ByBy + C,Cy = 0
A1As + B1 By + C,Cy

cos(Pp, Py) =
VY BB+ A+ B+ C3

22 DREAPTA

Dreapta determinatid ca intersectie a doua plane
Doua plane neparalele:

(P): Aiz+ Biy+Ciz+ D, =03
(PQ)Z A2$+B2y+CQZ+D2=0

determina o dreapta (A), ale cérei ecuatii sunt date de sistemul:

A].’L‘+Bly+C]Z+D]=0 (28)

A2£E+B'2y+CQZ+D2=O ’

Numim vector director al unei drepte orice vector nenul paralel
cu dreapta.

2
(b))
L
w "
0 v
Fig.28 . Fig.29
Notand:

Vi=Ai 7 +B, 5 +C k s
Vie Ay 1 +By j 4+Ca K

vectorii directori ai planelor (P,) si (Fy) iar cu V' vectorul director
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22. DREAPTA 31

al dreptei (A), din Fig. 28 se vede ca: \7=V} X ‘72 adica:
Lok
V= A] B, C]
Ay By Cy

Dreapta determinata de un punct gi un vector director.

Fie My(zo, 0, 20) un punct dat i V=11 +m J +n k un vector
dat. Sa determinam ecuatiile dreptei care contine punctul M, si are pe
V ca vector director (Fig. 29).

Consideram pe (A) un punct oarecare M(x,y,z). Vectorii MoM si
V sunt paraleli, deci:

T—%o Y—WH <4
l m n

(8) (2.9)

(2.9) reprezinta ecuatiile dreptei care contine pe M, si este
paralela cu vectorul \7

Ca aplicatie a ecuatiilor (2.9) sa gasim ecuatiile unei drepte deter-
minata de doua puncte date M, (z1,y1,21), Ma(x2,y2, 22) (Fig.30).

Putem lua: . . .

MlM (z—z) i Hy—w)J +(Z —21) k

MiMy= (@3 = 21) § +(2 ~ 1) § +a = 21) k

Dar M1M " M1 M2 Atunci, inlocuind n (2.9) obtinem:

r—nh _ Y~ Z =2z

= (A) (2.10)

Ty — I, Y2 — Y1 %y — 2]

Inlocuind in (2.10) pe 2, y, z, respectiv cu x3, ¥3, 23 obtinem conditiile
de coliniaritate a trei puncte M,;, My, M3 :
Ls—4 _ Y~ W 23 — 2

= (2.11)
Ty — I Y2 — Y 29 — 2]

Fie:

r—xg __ Y-yYo __ z—20
LT my T ny (Al)

(2.12)

lg moy no

rorg . Yoyo _ z-20 (Az)
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32 CAPITOLUL 2. PLANUL SI DREAPTA

doua drepte avand vectorii directori:

‘}1= Lii +my j 4 k (A1) (2.13)
Vo=l i +my j +ng k (A2)

Avem:

— a b c
a2

(81) | () &V | p=2

(A]) 1 ( AQ) =4 ‘_/;l ‘—/;<=‘> ayag +b1b2 +ciep=0

ajay + biby + ¢1cp
Jal+b3+cd\/ad + 8+

cos (A]/,\A2) = cos (‘_/;/,\‘_/;) =
z L)

\b‘l\
w1
W
W %
y -
e Vi (a,)
P ..
My
Fig.30 Fig.31

Conditia de coplanaritate a doua drepte

Sa consideram dreptele (A)) si (A;) de ecuatii (2.12) avand vectorii
directori (2.13) si punctele M,(zy, vy, 21), Ma(z2, ya, 22) situate respectiv

pe (81) si (B2).
Din Fig. 31 se vede ca dleptele (A)) §i (Az) sunt coplanare,daca si

numai daca vectorii M, Mg, V, ,VQ sunt coplanari, adica daca:
MM, (Vi 2 V) = 0 (2.14)

Insa: Mll{l-l:: (wy — xy) { +(2 — 1) ) +(22 — 21) k
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Deci conditia (2.14) se scrie:
Ty —T1 Y2~ Y1 22— 2
a, b] Cy =0 (215)
ag b2 Co
Egalitatea (2.15) reprezinta conditia necesara si suficienta ca dreptele
(A1) si (Ag) sa fie coplanare. Daca dreptele (A;) si (A2) nu sunt par-
alele si conditia (2.15) este verificatd, atunci (A;) si (Ay) sunt drepte
concurente.

Unghiul dintre o dreapta si un plan

S& consideram o dreapta (A) si un plan (P) de ecuatii:
T—To Y~ Y% 22— %
= = A
a b c )
Az + By+Cz+ D=0 (P)

avand vectorii directori

Viay=a i +bj+ck; Vin=Ai +B j +Ck
Numim unghi dintre o dreapta si un plan unghiul ¢ format de
dreapta cu proiectia ei pe plan.

Va
vpf

Fig.32

Alegand convenabil sensurile vectorilor directori Vp, Vo ca in Fig.
32, avem:

, r aA+ 0B + cC
sing = cos (T — @) = cos (VP,VA) = N NNy VRN TG
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23 EXERCITII

1.

. Sa se afle punctul de intersectie a planelor

Sa se scrie ecuatia planului determinat de punctele A(—1,—1,2), B(3,-2,1)
si C(0,1,2).
R:2r—-y+92-17=0

Sa se arate ca punctele A(—2,0,0), B(0,—4,0),C(0,0,4), D(-2,1,1)

sunt coplanare.

Sa se scrie ecuatia unui plan care contine punctele A(—1,2,2), B(3,1,-1)
gi este perpendicular pe planul: 2z —y—4z+1=0
Rz +10y—22—-15=0

S& se scrie ecuatia planului care contine punctul A(1, -1, —2) i
este perpendicular pe planele:

2t -2y—2—-1=0; z+4y+z+1=0
R:2z-3y+102+15=0

Sa se scrie ecuatiile dreptei:

z—2y+32—-1=0
{2x+y—2z—3=0 (&)

sub forma canonica (adicd sub forma dreptei determinate de un

punct gi un vector director).

: 3 24 15

2c+3y—2—-5=0
z—Ty+32+4=0
6z +y—25—-2=0 ‘

R: M (1, 2, 3).
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10.

11.

EXERCITII 35

Fiind date planul (P) 3z + 5y — 2z — 6 = 0 i dreapta

z+3 y—-7 z2+2

() 4 -6 3

sa se afle coordonatele punctului de intersectie.

R:M(1,1,1).
Fiind date planul (P): 2z — y + 3z + 3 = 0 i dreapta

Scr+Ty—2—-37=0
{ y )

r+y+2z2—-3=0

sa se afle coordonatele punctului de intersectie.

R: M(4,2,-3).

Sa se determine punctele in care dreapta :

r+y—z—-3=0
{ 20 +3y+2-—-5=0 (&)
intersecteaza planele de coordonate.
R: M(4,-1,0), N(0,2,-1), P(3,0,-3).
Sa se afle daca dreptele :
R A

sunt concurente i in caz afirmativ, sa se afle punctul de intersectie.

R : Dreptele sunt concurente in M(1,2,3).

Sa se scrie ecuatia planului determinat de dreptele :

(s (a)

N

otl _y 2 -
2 3 4

R:r+2y—2:~1=0
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12.

13.

14.

15.

16.

CAPITOLUL 2. PLANUL SI DREAPTA

Sa se scrie ecuatia planului determinat de dreptele

(moisdh @
2

R:13z—-7y—52-23=0.

Sa se determine numerele a gi b astfel ca dreapta de ecuatii :

r—a y+1 z—2a

2 b 3 &)

sa fie situata in planul ¢ — 2y — 32 —2=10
R:a=0;, b=-35

Si se scrie ecuatia planului care contine punctul A(—1,1,2) si
dreapta de ecuatii:

R:z—-y+2=0.

Sa se determine A astfel incat dreptele :

{z=%§=i (A1)
4 =L|_=K (AQ)

sa se formeze un plan gi sa se determine ecuatia acestui plan.

RiA=2 5x+2y—11z2—-1=0

Sa se scrie ecuatia planului care contine punctul A(2,3,-1) gi este

paralel cu dreptele :

R:z+y—2—-6=0.
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23 EXERCITII 37

17.

18.

19.

20.

21.

22,

Sa se afle proiectia punctului A (-1,3,3) pe planul z+y+2+1 = 0.
R: A'(-3,1,1).

o . s o s . Coz—1 _ y+l _ z-2
Sa se afle ecuatiile proiectiei dreptei (A): &%= = 4= = 2

2

pe planul (P): 3z —2y+2—-4=0.

_{x+y—z+2=0

13z-2y+2-4=0
84 se determine proiectia punctului A(1,1,1) pe dreapta de ecuat;ii
r=22-l,y=2+2.
R:A(3:5:3)
Sa se determine coordonatele simetricului punctului A(1, 2, 3) fata
de planul de ecuatie: 2z +y+2—-1=0
R: A'(3,0,1).

Sa se scrie ecuatiile dreptei continute in planul:
x + 3y — 2z — 2 = 0, care se sprijina pe dreapta: T =y = 2
gi este paralela cu planul: 42 —y—-2-3=0.

R,I—l=u;] z—-1
b

=3

Sa se scrie ecuatiile dreptei care contine simetricul punctului
A(—1,0,1) fatd de dreapta : z = y = %! i este perpendiculara
pe planul 22 —y—2—-1=0.

R Jbr—4 __ Sy+1 __ 5z—1
t-2

1 1

. Sa se determine « gi [ astfel ca dreapta de ecuatii:

Toa ytl _ 2-2a
2 yol 3

r=2y—3z2—-2=0.
R: & =1 ,H:—%

sa fie situata in planul de ecuatie:
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24.

25.

26.

27.

CAPITOLUL 2. PLANUL SI DREAPTA

Si se scrie ecuatiile dreptei care contine punctul A(2,1,1) si este
paralela cu planele:

(P):z—y+2z+2=0
(P):z+y+22—-1=0

R :Dreapta este paraleld cu dreapta de intersectie a celor doua
plane:

V =N, x N, . Se obtine: 22 = k=) = £=1
=Ny X N3 . Se obtine: = = = = =5

Consideram planul (P) : 3z + 5y — 22 — 6 si dreapta (D) data prin
ecuatiile: ?—}—4 = ”_‘—67- = %385 se arate ca ele se intersecteaza gi
sa se afle punctul de intersectie.

R: M(1,1,1).

Se considera punctul M(1,2,3), dreapta (D) : z—-2=y = 22+1
gl

planul (P):z+2y—32+4=0.

S& se afle unghiul dintre dreapta (D) si planul (P).

) . ) _ NV _
R: Unghiul este: cos (90° — 0) = ]—iﬂ—v—[ = 7’]-4

S& se determine ecuatia planului ce contine dreapta (D):

222 = ”;—‘ = z—;—%i care determina pe axa Ox segmentul OM = 2.

R: Punctul continut de dreapta este A(2, -1, 3) iar V(3, 5,2).
Planul (P) este determinat de punctele: A(2,—1,3), B(2,0,0) si
vectorul director al dreptei V(3, 5,2). Fie M(z,y, z) punct curent

pe plan, 1(471,[374,7 sunt coplanari adica produsul mixt este:

(MA,BA, 7) = 0 sau:

z—2 y+1 2-3
0 1 -3
3 5 2

=0

(P’) avand ecuatia: 170 — 9y — 32 — 34 = 0.
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Capitolul 3
CUADRICE

O figura formata dintr-o multime de puncte M, ale caror coordonate
(z,y, z) verificd o ecuatie data de ordinul al doilea in x, y, z:

az? + a»zy2 +asz?+ 2bjzy + 2byxz + 2b3yz + 2¢y + 2c0y + 232 +dy =0

se numegte suprafata de ordinul al doilea sau cuadrica.

3.1 SFERA

Definitie: Sfera este figura formatd de mulfimea punctelor M, care
sunt sttuate la o distan{a constanta R de un punct fix Q numit centru.
Pentru orice punct M al sferei are loc relatia:

QM?* = R? (3.1)

Intr-un reper cartezian ortogonal centrul Q are coordonatele (a,b,c) si
punctul pe cerc M(x,y,z) atunci ecuatia (3.1) devine:

(x—a)+y-0)*+(z—-c) - R*=0 (3.2)
Pentiu a? + b2 + ¢? — R? = d se obtine:
a2+ + 22— 200 — 2y —2c2+d =0 (3.3)
Ecuatia sferei este de gradul al doilea in x, vy, z i deci este o cnadrica.
39
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40 CAPITOLUL 3. CUADRICE

Pentiu ca ecuatia (3.3) sa reprezinte o sfera reala trebuie ca a? +b* +
2—d > 0. In cazul in care a® +b? +c? —d = 0,sfera se reduce la punctul

Q(a,b,c) centrul san. Dacd a?+b?+c*—d < 0 atunci ecuatia(3.3) nu are
corespondent in spatiu, se spune ca este ecuatia unei sfere imaginare.

Observatie: Ecuatia (3.3) a unei sfere nu contine termenii in zy, 22, yz,
din ecuatia generala a cuadricelor si in plus coeficientii patratelor vari-
abilelor sunt egali cu unu.

O ecuatie de gradul al doilea de forma;

g2+ + ) +mr+ny+pz+d=0

reprezinta o sfera. Pentru a = b = ¢ = 0 in (3.3) adicd centrul sferei
coincide cu originea 0(0,0,0), atunci ecuatia sferei este:

P+ + =R

3.2 ELIPSOIDUI

Definitie: Numun elipsoid figura geometricd din spafiu care este

dejim—'taT:l:o ecuafie de forma:

a2 g2 22

4+ - —-1=0 J.
a? + b2 + o3 (3.4)

unde a, b, ¢, fiinnd trei numere pozitive date.
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3.2. ELIPSOIDUL 41

Originea reperului este centru de simetrie al suprafetei, axele si
planele de coordonate fiind axe gi plane de simetrie. Punctele comune
axelor de simetrie gi suprafetei sunt punctele corespunzétoare varfurilor
elipsoidului: A(a,0,0), B(o,b,0), C(0,0,c), A'(—a,0,0), B'(0,—b,0),
C'(0,0, —c).

Un plan paralel cu planul xoy de ecuatie z = h intersecteaza suprafata
dupa curba:

z=h

care se proiecteaza pe planul xoy dupa elipsa:

(3r5-1-%

.'172 y2

+ =
2 2
a’(l—%) b’(l—%;)
elipsd care existd numai pentru valorile lui h, care verifica inegalitatile
urmatoare:

—-c<h<ec¢

Rezultate asemanatoare se obtin studiind sectiunile suprafetei prin plane
paralele cu planele yOz si 20z.

Se constata ca elipsoidul este situat in interiorul paralelipipedului
dreptunghic format de planele :

r=a, z=—a,y=b,y=-b, z2=c¢, 2= —c

gi care se numesgte paralelipipedul axelor.
In cazul a = b ecuatia (3.4) devine:

.'E2+ 2 2
y+%-1=0 (3.5)

al
gi reprezinta un elipsoid de rotatie, generat prin rotirea elipsei
2 2
y 2 o=
;1—2+§—-1=0, =0
in jurul axei 2'z.
In cazul a = b = ¢ ecuatia (3.4) devine:

2 +y? + 22 =ad

care este o sfera cu centrul in origine gi de raza a.
Concluzie; Sferu este un elipsoid particular.
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42 CAPITOLUI. 3. CUADRICE

3.3 HIPERBOLOIZII
HIPERBOLOIDUL CU O PANZA

Definitie: Hiperboloidul cu o pdnzd este figura geometricd din spafiu
definitd de ecuafia:
2 P 22

AN o (36)

a, b, c fiind trei numere pozitive date.
z

D

-l " Fig 34

Axele i planele reperului sunt axe i plane de simetrie jar uriginea
lui este centru de simetrie.

O sectiune printr-un plan paralel cu planul xoy este reprezentata de
relatiile:

~
[
-~

1.2

=

+

el

+1;, z2=h (3.7)

=]
N

(]
N
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3.3. HIPERBOLOIZI1 43

Aceasta este o elipsa avand axele paralele respectiv cu 2’z gi y'y, drep-
tunghiul axelor avand dimensiunile :

2 2
%' = 2a,/% +1; 2 = zo,/'i2 +1
[ 52 C

Elipsa de sectiune exista pentru orice valoare a cotei h gi dimensi-
unile axelor ei cresc cu valorile lui h. Pentru h = 0 se obtine elipsa de
sectiune prin planul zOy.

2 2
.Y o
0—2 + 'b,—z = 1, zZ = 0
al carei dreptunghi al axel« -, are dimensiunile cele mai mici: 2a gi 2b.

Din cele trei axe de simetrie ale cuadricei numai doua intersecteaza
suprafata, anume axele 'z gi y'y , care au punctele comune cu suprafata
A(a,0,0); B(0,b,0); A'(—a,0,0); B'(0,—b,0). Sectiunile hiperboloidu-
lui cu o panza prin planul yoz este hiperbola:

2 2
== (3.8)

Varfurile B, si Bj,ale elipsei de sectiune (3.7) sunt situate pe aceasta
hiperbola .

Concluzie ;Suprafata (3.6) se considera ca figura generata de elipsa
variabila (3.7) care se deplaseaza paralel cu planul xOy sprijinindu-se
pe hiperbola (3.8).

Daca a = b, ecuatia (3.6) devine:

in jurul axei 2'z.

HIPERBOLOIDUL CU DOUA PANZE

Definitie: Hiperboloidul cu doud panze este figura geometrica din
spafiu definitd de ecuafia:

2 P 2 .
= 1 =0 (3.9)
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44 CAPITOLUL 3. CUADRICE

Planele paralele cu planele de simetrie zoy, zoz intersecteaza suprafata(3.9)
respectiv dupa hiperbolele:

22 2 R s
2 2 2
z__z__ﬂ_1=0;y=m (3.11)

iar sectiunile prin plane paralele cu yoz sunt reprezentate de ecuatiile:

2 2 2
Y 2 h o .
ﬁ+§—(§—_1>=0'$_h (3.12)

care sunt elipse pentru care dreptunghiul axelor are dimensiunile:

2 h2
26" = 2b h—2—1;2c'—~*-2c Rl |
Va "T Va

Fig. 35

Aceste elipse existd numai pentru valorile lui h care verifica ine-
galitatile: h < —a i h > a.

Axa de simetrie z'z intersecteaza cuadrica in punctele A(a,0,0),
A'(—a,0,0) care sunt varfuri ale hiperboloidului cu doua panze. Hiper-
boloidului cu doua panze poate fi considerat ca generat de elipsa vari-
abila (3.12) care se deplaseaza astfel incat planul ei sa fie paralel cu yoz
si sa se sprijine pe hiperbola

;172 22
—_————=1=0y=0
2 2 Y
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3.4. PARABOLOIZII 45

care este sectiunea cuadricei (3.9) prin planul xoz .Suprafata este for-
mata din doua panze.

3.4 PARABOLOIZII

PARABOLOIDUL ELIPTIC
Definitie: Paraboloidul eliptic este figura geometrica din spafiu
definita de ecuafia:

a? oy , .
— + = —22=0; unde (p >0, q¢>0) (3.13)
p q

gi admite axa 2’z ca axa de simetrie. Sectiunile prin plane paralele cu
+Oy sunt elipsele:
2y
—+=—-2h=0; 2=h (3.14)
p q

care exista numai dacd h > 0 (in ipoteza p > 0,9 > 0), dreptunghiul
axelor avand dimensiunile :

2 = 2/2hp ;2 = 2\/2hg

care cresc in acelagi timp cu /.

z
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46 CAPITOLUL 3. CUADRICE

In ipoteza facutd (p > 0,9 > 0) suprafata are toate punctele ei in
regiunea cotelor pozitive. Pentru z = 0, sectiunea se reduce la punctul
0.

Sectiunile prin plane paralele cu cele doua plane de simetrie xOz,
yOz sunt parabolele:

h2
x2—2pz+pT=O; y=h

h2
y2—2qz+qT=0; z=h

Paraboloidul eliptic poate fi considerat ca generat de elipsa vari-
abilé (3.14) care se deplaseazd paralel cu planul zoy sprijinindu-se pe
parabola :

¥ —2q2=0;2=0

sectiunea paraboloidului prin planul yoz.
Daca p = q, elipsele (3.14) sunt cercuri, ecuatia (3.13) devine:

24y —2p2=0 (3.15)

gi reprezinta un paraboloid de rotatie generat de parabola (3.15) printr-
o migcare de rotatie in jurul axei 2'z.

PARABOLOIDUL HIPERBOLIC

Definitie: Paraboloidul hiperbolic este figura geometricd din spafiu
definitd de ecuafia:

2 2
2 Y _9:=0; unde (p,g > 0) (3.16)

p q
gi admite axa 2’2 ca axa de simetrie.
Planele Oy, yOz sunt plane de simetrie. Originea O fiind varf al
cuadricei. Presupunem p > 0, ¢ > 0. Sectiunea suprafetei prin plane
paralele cu zOy sunt hiperbolele:

2 2
I___.y____2h=0; z2=h (3.17)
P q

care exista pentru orice valoare a parametrului h.
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3.4. PARABOLOIZII 47

Planele paralele cu cele doua plane de simetrie intersecteaza cuadrica
respectiv dupa parabolele:

’2
m2—2pz—%=0; y=h

h2
y2+2qz-gp—=0; z=nh

Hiperbolele (3.17), care corespund valorilor pozitive ale lui h, au varfurile
pe parabola :
22— 22=0;,y=0

care este sectiunea cuadricei prin planul £Oz, iar cele care corespund
valorilor negative ale lui h, au varfurile pe parabola:

2 +29z2=0, z=0,
care este sectiunea suprafetei prin planul yOz.

Az

Planul «Oy intersecteaza cuadrica dupa dreptele:
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48 CAPITOLUL 3. CUADRICE

3.5 CONUL

Definitie: Conul este figura geomelricd din spafiu definitd de ecuafia:

x2 y2 22
§+§—C—2=0 (3.18)

Intersectiile suprafetei cu planele paralele cu zOy sunt elipsele:

Semiaxele elipselor (3.19) cresc odata cu cregterea in valoare absoluta
a lui h.

Daca h = 0, atunci elipsa (3.19) se reduce la:

N

+

8|8
TS
I
[e}

care reprezinta punctul O.
Concluzie ; Intersectia conului (3.19) cu planul 2Oy este un punct
care se numegte varful conului.
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3.6. SUPRAFETE CILINDRICE. 49

Sectiunea suprafetei prin planul yoz este curba:

2 2
y _z P
'bE - E = 0, z=0
care se descompune in dreptele:
y z _
(&1) b ¢ 0
z
(As) % +i=0

Dreptele (A,), (A2) contin originea gi sunt simetrice fata de axe.
Dacé a = b, ecuatia (3.18) devine:

2
r? +y2 = (2) 22
Cc

gi reprezinta un con de rotatie obtinut prin rotirea dreptei:

y= gz; z2=0 (3.20)

in jurul axei z'z. Dreapta (3.20) se numeste generatoarea conului. Daca
notam cu 6 unghiul format de generatoare cu axa de simetrie 2’2, atunci:

a
tgd = —
c
iar ecuatia conului de rotatie se scrie:

22 + 42 = (tg0) 22

3.6 SUPRAFETE CILINDRICE.

Definitie: Se numegte suprafaja cilindricd suprafafa generatd de o
dreaptd (A) de direcfie fizd care se sprijina pe o curbd data (T).

Sa consideram in particular dreapta (A) paralela cu axa 2'z, iar
curba (I') situata in planul £Oy avand ecuatiile:

) { f(x,y) =0

e

~
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50 CAPITOLUL 3. CUADRICE

Fie M(x,y,2) un punct situat pe suprafata cilindrica D. Prin M
trece o generatoare care intersecteaza planul 2Oy in M,(x,y,0). Cum
x,y verificd ecuatiile curba (I') rezultd ci ecuatia suprafetei cilindrice
este f(z,y) = 0.

Prin urmare o ecuatie in doua variabile, interpretata in spatiu
reprezintd ecuatia unei suprafete cilindrice avand generatoarele paralele
cu axa a carei variabila lipseste.

Exemple

1. 22 + y* = R?, reprezinti ecuatia unui cilindru cu generatoarele
paralele cu
axa 2'z si care intersecteaza planul zOy dupa cercul de ecuatii:
2, .2 2
() { z=0

22 . . o I
2. %3 +¥% = 1 reprezinti ecuatia unui cilindru eliptic cu generatoarele
paralele cu axa 2'z .

3. 2% = 2py,reprezinta ecuatia unui cilindru parabolic cu genera
toarele paralele cu axa a'u.

M (xy 2)

(a)

()

N
Ne
¢
N

Fig. 39 Fig.40
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3.7 EXERCITII

Sa se identifice urmatoarele suprafete:

&

10.

Tl

12.

13.

222 - 3y2+22+1=0

2442 -32=0

L322+ 22 —4224+1=0

T4+ 22 -322=0

L2524 3y +422-1=0
.o+ 3y+22=0

. 472 +1622-1=0
o4yt 4+22-22-1=0

L322 -yt —-22=0

24y —z2=0
32+ +22-1=0
24y +22-2=0
Se dau sfera :

24P +22-20-4y—-6245=0

gi dreptele:

(B2): == =" =

Sa se giseasca punctele de intersectie ale dreptelor cu sfera.
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14.

15.

16.

17.

CAPITOLUL 3. CUADRICE

Se da sfera :

47 + 4> + 422 -8 + 16y — 122+ 13 =0

a) S& se afle coordonatele centrului gi raza sferei.

b) S& se gaseasca punctele de intersectie cu un diametru paralel
cu dreapta de parametri directori 3,4,12.

S& se scrie ecuatiile sferelor cu centrul in C(—2;1; —3) tangente
respectiv la planele:

(R): z-2y+22-3=0
(P): 3z—-4y+1=0
Sunt date punctele:
A(-1;,1;2); B(1;3;3);C(0;2;5)
S& se scrie:
a) ecuatiile sferelor cu centrul in A, care trec respectiv prin B, C;

b) ecuatiile sferelor cu centrul in B, care trec respectiv prin A, C;

c) ecuatiile sferelor cu centrul in C, tangente respectiv la planele
20z, z0y.

S& se arate ca sferele:
P+ +22-224+2y-42-10=0

4y’ + 2 —6r—4y—122+33=0
w4y + 22— 102 — 10y — 202+ 134 =0

sunt egale i au centrele coliniare.
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Capitolul 4

Elemente de teoria
campurilor

Generalitati.

Campuri scalare si vectoriale .

Asupra integralei de suprafata .
Operatori diferentiali scalari gi vectoriali.
Calcul integral in teoria campurilor.
Clasificarea campurilor. Determinari de
campuri.

4.1 Generalitati

In studiul dinamic al fenomenelor naturii intervine notiunea de camp.
Dacd o méarime fizica are o valoare determinata in fiecare punct din
spatiu, spunem ca multimea acestor valori defineste campul marimii
respective.
Exemplu: curgerea unui lichid definegte un camp al vitezelor.

O
Notiunea de camp se bazeaza pe doua elemente de natura diferita, in-
dependente intre ele:
elementul analitic: functia f a campului, reprezentant al actiunii

53
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54 CAPITOLUL 4. CAMPURI

materiale gi
elementul geometric: regiunea R a spatiului in care actioneaza functia
f, reprezentant al bazei materiale.

Definitia 4.1.1 Campul este mul{imea valorilor lui f asociate punctelor
M din regiunea R.

Natura functiei f determina natura campului, daca f este scalar, campul
este scalar, dacé f este vector U, campul este vectorial, daca f este ten-
sor T atunci campul este tensorial.

Campurile nestationare sunt campurile care variaza in timp: f(z,y, z,t)
gi campurile stationare sunt cele care nu variaza in timp adica: f(z,y, 2).

4.2 Camp scalar

Definitia 4.2.1 Dacd R este o regiune marginitd sau nu a spafiului cu
una, doua sau tre: dimensiuni §i

u = u(M) (4.1)

o: funcfie scalard ce depinde de puncte M din R numim camp scalar
‘mulfimea valorilor lui u corespunzdtoare tuturor punctelor M € R.

Definitia 4.2.2 Regiunea R constituie domeniul de definifie al campului
scalar, functia u(M) este functia campului scalar gi se numegte cAmp
scalar.

Exemple:

In fizici: u este functia potentiala, u este functia de forta.

In geofizick: u este masa specificd a unui mediu neomogen.

In termodinamica: u reprezintd campul temperaturilor, presiunea intr-
un gaz: p = p(v,t).

In analiza reala se face studiul continuitatii gi derivabilitatii functiei u.

Suprafatd de nivel sau suprafatd echipotentiala
in spatiul cu trei dimensiuni
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Definitia 4.2.3 Suprafata de nivel este mul{imea punctelor M din
domeniul D C R pentru care func{ia u ramine constanta

du = 0
u(M) = const. (4.2)

Observatie: In cazul cand domeniul este bidimensional se poate vorbi
despre o curba de nivel sau curba echipotentiala.

Propozitia 4.2.1 Suprafetele de nivel stratifica valorile campulut scalar.

Propozitia 4.2.2 Suprafefele de nivel formeazd o familie de suprafefe
cu un parametru, de ecuafie:

u(M) = k.

Propozitia 4.2.3 Printr-un punct dat My din regiunea R trece o sin-
gurd suprafa{d de nivel care are ecuafia:

u(M) = wu,.

Demonstratie
Punem conditia ca punctul M, sa fie pe suprafata de nivel : u(M,) = u,
si M, € R, u(M,) = k deci k = u, si prin urmare: u(M) = u,
reprezinta o singura suprafata de nivel.

a

Propozitia 4.2.4 Douad suprafefe de nivel distincte u,(z,y, z) st uy(z,y, 2)
nu pol avea nict un puncl comun.

Demonstratie

Fie : u(M) = u; si u(M) = uy unde u; # uy. Presupunem ca
suprafetele ar avea puncte comune. Punctele comune le putem de-
termina rezolvand sistemul:

{ u(M) = u,
U(M) = Uy

din care deducem: wu; — uy = 0 dar u; # wuy din ipoteza deci pre-
supunerea este falsa.
0
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Variatia campului scalar.
Derivata dupa o directie a campului scalar.

Fie u, suprafata de nivel avand ecuatia u(M) = u, gi un punct care
se poate deplasa sau pe suprafata datd u, sau in afara suprafetei de
nivel u, .

Cazul 1
Deplasarea punctului are loc pe suprafata de nivel(Fig.41).

T T TTT———

Fig.41 Fig.42
La o deplasare infinitezimala a punctului corespunde variatia functiei
care indeplinegte conditia :

du =0
dar: B B ou
du = —dz + —dy+ —
u e m+ay y+azdz
gi membrul drept al ecuatiei de mai sus reprezinté produsul scalar a doi
vectori : Bu By B
GoQupy Quy B :
mz+8y‘7+8zk (4.3)
§i ,
dF = iz + Jdy + kdz
adica

G dif=0

dar dr”se afla in planul tangent in punctul M la u, pentru ca deplasarea
se face in planul tangent deci GG este vector normal in M la suprafata
de nivel u, . G se numegte gradientul functiei u. Gradientul poate
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fi scris sub forma simbolica:

sau G = grad u sau G = V u. Operatorul V sau nabla este numit
operatorul lui Hamilton.

Cazul II
Deplasarea are loc in afara suprafetei de nivel (Fig.42).

Fie M ' un punct din domeniul de definitie al campului scalar u. Ne
propunem sa calculam variatia campului in vecinatatea punctului M.
7 este vectorul de pozitie al lui M, 7+ d7” este vectorul de pozitie al lui

— —
M '. §este versorul directiei OM : §=—0M
o
— —
Elementul liniar pe directia S este : ds= ’OM Iadicii bs = |dr.

Variatia campului scalar u la trecerea din M in M’ este:

§ u=u(F+dr) — u(r) = u(M') — u(M) (4.4)

. ~ . ——’ -~ . . .
gi depinde atat de distanta IM 'M ‘ cat gi de directia de deplasare §.
Pentru a evalua variatia campului ¢ in punctul M in directia de versor
bu

§ se determina : lim —
8§s—0 63

Definitia 4.2.4 Se numegte derivata funcfiei u dupd directia de versor
§ in punctul M sau derivata campului scalar v dupd direc{ia de versor
§ limita raportulus :

ou
o s
pentru s — 0 , atunci cand limita ezista.
Derivata campului scalar u dupa directia de versor § se noteaza :
du . u(M')—u(M
ey, W) =)
S |OM|-0 |OM|

sanl
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Se gtie ca : dr’ = 8]dr] sau dr' = § 63 gi
§' = cos (5'32:) 7+ cos(3,Oy) 7+ cos(§',/0\z) k

cu a = (§ O:l:) B=(50y) ;= (8/51)
dzi' + dyj+ dzk = cosa 83 7'+ cos 3 s 7+ cosy bs k .
Urmeaza ca:

dxr = cosa 08; dy =cosf 8s; dz = cos<y bs
Dar cu (4.4):
du = u(z + cosa 63,y + cos B 83,z + cosy 88) — u(z,y, z)

Cum functia este diferentiabild avem:

bu = u(z,y,2) + %dw + %yu—dy + g—:dz + R —u(z,y,z2)

unde:

. R
5:1—11»0_6-.;—0

Altfel scris:

bu = %cosa 6s+gu—coaﬂ63+?—u-cos’y os+ R

oz Sy 0z
I bu _ 3 l
6:1{10 55 O% cosa+6ycos + = 3 cos7y + lim 063
P.in urmare :
du Ou ad Gu e
— = — cos — co —
iy 8yc s 3z °°%7
iiﬁ =05
s
sau P
&—‘: =grad u-§ (4.5)

unde:

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



-~

4.2. CAMP SCALAR 59

§i
§=cosa?7+cosf 7+ cosyk
Marimea :
du =
—=G-¥§
ds

se numegte derivata functiei scalare u dupa directia de versor §.

Propozitia 4.2.5 Derivata dupd o directie S de versor § a campului
scalar u este proiecfia gradientului G dupd direcfia S.

Intr-adevar, exprimand produsul scalar din definitia derivatei functiei
scalare u dupa directia de versor § avem:

% =|c |3] cos (é’,g;zd u)
adica :
du | —
de = 'G cos (8, grad u)

care reprezinta proiectia gradientului G pe directia S de versor §. Se
vede cé derivata depinde de punctul M gi de directia de versor §.

Propozitia 4.2.6 Marimea gradientului G este derivata cémpului scalar
u dupd direcfia normalei in punctul respectiv la suprafafd.

Intr-adevar, daca directia S este normala N in punctul M la u,
versorul 3’ este § = 7i si atunci :

du = =2
o, = |Gl cos (G, 7)
du —_— 0o, du o du 5
= |Glliileos 0”3 —= =Gl ; —— =G|
Atunci:
~ du
G = % n (46)

gl marimea sa este:

g

G

9 2 2
_ J ou ou ou (4.7)

(5;) +((7)§) +(3;)
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Propozitia 4.2.7 Mdarimea gradientului G este valoarea mazimd intre
derivatele dupd o direcfie oarecare.

Intr-adevar : p
=% = |G)|3] cos (5, grad u)
ds
. oy Ldu
Fie © = (&, grad u) deci: Pl |G| cos B.

d ~
Cum —1 < cos© <1 atunci : mamd—: = |G| .

Observatie:Cum

rezulta ca :
du du
max — = —
T ds  dn

Vectorul G indica directia dupé care functia u are valoarea cea mai
mare.

Propozitia 4.2.8 Deriwvatele dupd direcfiile pozitive ale azelor de co-
ordonate coincid cu derivatele partiale in raport cu variabila respectivd.

Intr-adevar, pentru: §=17

d_“__; (@;4_@*4_@;)- fdﬁ_gu_
ds "oz "oy T8z ds Bz
Analog pentru §'=j'§i§'=lgz
d_u__ rad u; du_&u
as 19 " ds By
du - du Ou
=k . du — = —
ds grac v I = oz

adica derivatele dupa directiile pozitive ale celor doud axe de coordonate
coincid cu derivatele partiale in raport cu variabila respectiva.

_ = P . au .
Daca § este —2, —7sau —k atunci s este respectiv :
s

Ou  bu  Bu
o’ Oy’ 0z
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Concluzia :Derivata dupa o directie S de versor § depinde nu numai
de directia respectiva ci gi de sensul ales pe aceasta directie.

Proprietatile gradientului

Pentru functiile :
o:DyCR3 > Rgiy: D, C R3— R unde ¢ si 9 sunt de clasi C!

reprezentand campuri scalare , au loc propozitiile urmatoare :

Propozitia 4.2.9 Pentru campunile sclare ¢ g1 ¢
grad(p + ¥) = gradyp + grady (4.8)

Demonstratie

o 9 9 .
Vie+9) = o-(p+9)it o (o +9)i+ 5-(¢ +¥)k

Ay
—_ 6_‘p—‘ 6_"P pad a‘p e (’hp-. &p = 81/" .
= % el T e e Tay T e
= Vep+ Wy
(]
Analog se demonstreaza:
Propozitia 4.2.10
Viey) =9 Vi +9 Vo (4.9)
Propozitia 4.2.11
V(F(p(s,9,2) = Fg) gradp  (410)

Intr-adevar:

—

~ 6 - 8 < 6 -
V(F(e) = gF(w(I,y,z))HgF(sO(l',y,Z))JwL 5, Fle(@.y,2)k
dF dp . Op
dy 3xl+ 6y‘7
= F(p) Vy

op ~
+ Ek]
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0O
Exemplu:
grad f(r) = f'(r) grad r = f '(r) grad (V2% + y* + z?%) deci:
, yor., or_, Or=
grad [(r) = [0+ Goi+ 5oR
_ e Y R
grad () = f)(Ze+Ly+ 2R
grad f(r) = ngf
Cu (4.5) se deduc cu usurinta proprietétile urmatoare:
Propozitia 4.2.12
dpo s
ZU+e=T+5 (4.11)
Propozitia 4.2.13
d o, 4y b
Ca)=9 s (412)
Propozitia 4.2.14
d _ iy 3P .
Z(F() = Flo) (413)

4.3 Campul vectorial

Definitia 4.3.1 Dacd R este o regiune mdrginitd sau nu a spafiului cu
una, doud sau trei dimensiuni §i V= V(M ) este functie vectoriala ce
depinde de puncte M din R, numim camp vectorial mul{imea vecto-
rilor V atagafi tuturor punctelor M din R.

Definitia 4.3.2 Regiunea R se numegte domeniul de definifie al campului
vectorial, funcfia V(M) este a campului vectorial.
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Exemple:

In mecanica, geofizica : campul vitezelor, campul momentelor, cAmpul

gravitational. In teoria campului elecromagnetic: campul magnetic H.
O

Linii de camp. Proprietati.

Definitia 4.3.3 Se numegte linie de camp (linie de forid, linie de
curent) o curbd din domeniul R de definifie al campului V(M ), care
este tangentd in fiecare punct M al sdu la vectorul camp V(M ).

<!

() ¢
Fig.43
deci V || dF adica: A G
V xdi=0 C (424)

este ecuatia diferenfiald a liniilor de camp sub forma vectoriala.

Liniile de camp (Fig.43) sunt date de sistemul de ecuatii. diferentiale:

dz N dy . dz
P(z,y,z) Q(z,y,2) R(z,y,2)

unde V(M) = P(x, y,z)i‘+ Q(z,y,2)J+ R(x,y,z)lg gi

dr'=dr "+ dy j+dz k.

Solutia sistemului de ecuatii sub forma simetrica ( 4.15) este data de
doua integrale prime:

(4.15)

Oy ners 6 (w16

Proprietdti ale liniilor de camp
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Propozitia 4.3.1 Printr-un punct dat M,y al domeniulus trece o sin-
gurd linie de camp Ty de ecuatii:

pi(z,9,2) = Cuo
w{ hend o

Propozitia 4.3.2 Doud linit de camp I'; gt I'y nu au in general nici
un punct comun.

Propozitia 4.3.3 Liniile de cdmp formeazd o mulfime de curbe cu doi
parametrii care au ca ecuatii sistemul ( 4.16) .

Suprafata de camp
O suprafatd de camp L este generatd de liniile de camp carora li
se impune conditia sd treacd printr-o curbad (C) care nu este linie de

camp.

—0
3
<)
= N
Fig.44
Fie curba (C) (Fig.44) de ecuatii:
fl (IE, Y, Z) = 0
(@{hu%a =0 (417)

C C X se realizeaza scriind c& punctul M(z,y, z) trebuie s& fie in
acelagi timp gi pe (C) i pe una din liniile de camp (I'), adica:

M € (I)
{ M € (C)
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Se elimina z,y, z din relatiile:
ei(z,y,2) =
tP'I(:I;)y)‘z) =
fl(fl:,y,Z) =
fo(z,y,2) =

obtinandu-se astfel o relatie intre C) si Cy:

Q(CI)CQ) =0

cean

numita relatie de compatibilitate a sistemului.
In relatia ( 4.18) se inlocuiesc C) si C; din integralele prime:

(pl(x1yyz) = C]
802(1,?!)2) = 02

gl se obtine relatia:
®(p1(z,y,2), 02(x,y,2)) =0

care reprezinta ecuatia suprafetei de camp X.
r'roprietati:

65

(4.18)

(4.19)

1. Daca (C) ar fi chiar o linie de camp atunci prin aceasta curba ar
trece o infinitate de suprafete de camp (problema nedeterminata).

2. Cand (C) este o curba inchisa, suprafata (E) (Fig.45) formeaza

un tub de vectori (tub de forte).

3. Vectorul V este tangent la suprafata de camp £

Intr-adevar prin fiecare punct M al suprafetei ¥ trece o linie de

camp ( I' ) la care vectorul V este tangent.

—_ e e
— —_—

—_— T e -
-— = = -~ -~

Fig.45
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Exercitiu:

Fie caimpul V(z,y,z) =zT+yj+zKk gicurba:

z?+y2 — R2
(C){ z = h

Sd se determine suprafata de cdmp ce confine curba (C).
Rezolvare: Se determina liniile de camp:

cu integralele prime date de : Inz =lny+InC;; Iny=Inz+InC,.
Liniile de camp sunt :

z = yG
y = 20
v V(M)
zf
(C) % M
V) /
e
0 Rar
Y
. .
Fig.46 Fig.47
Se formeaza sistemul:
T = Y C]
Y = z2C
z = h
2+y? = R?

Se exprimé z,y, z din trei relaii in functie de C, gi C;:

z=h; y=hCQ; x=hCng
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care apoi se introduc in ultima relatie ramasa din sistemul de mai sus,
obtinandu-se relatia de compatibilitate:

B(C, Cy) = (hC1Cy)* + (hCy)? —~ R2 =0

adica: ) )
g & 2Y _ 2
h ) +h A R
Suprafata conica (Fig.46)cu centrul O si cerc generator (C):
R‘Z
2§ a2 o B 2
T+ Yyt = 2 P

Variatia campului vectorial
Derivata dupa o directie a unui camp vectorial

Pentru a calcula variatia unni camp vectorial in vecinatatea unui

punct M, cum campul variaza diferit pe diferite directii ale spatiului,
vom proceda astfel:
Ducem prin M o dreapta avand directia data de versorul s, sau o curba
a carui tangenta in punctul M are directia de versor s. Pe aceasta
dreapta sau curba luam un punct M’ vecin cu M . Punctul M(z, v, 2)
are vectorul de pozitie 7 (Fig.47). Punctul M'(z + du,y + dy,z | dz)
are vectorul de pozitie 7'+ dr’

——»

Marimea vectorului OM este:
|()M|=| dF |= 88 ; dF = 3 b8

Pentiu variatia 6V a functiei vectoriale V' la tiecerea din punctul M
in punctul M’ se obtine:

8V = V(M) - V(M)
6V = V(x +da,y +dy, 2 +dr) - V(z,y,2)

5\,; — \7(;5,1 ’z) + %gd;l: +- %—de + %dl + R V'(J",?/yz)

Definitia 4.3.4 Se numesie derivala funclier V(M) dupa direcfia de
versor § sau derivata campului vectorial V(M) dupd direclia de versor
oV o o e
8, limata raportula 5 cind §s — 0 atunci cand aceastd limita exista.

S

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



68 CAPITOLUL 4. CAMPURI

i sV dV

50 b5 ds
pentru ca : ds' = § 88; sau: dr = 68 cosa; dy = 68 cosfB; dz =
bs cosvy

—»

li Q—Q‘z a+———csﬂ+a—vcos +lim£
650 bs Bz " dy © 8z “7 T 5350 5s
cum: .
dm, 5 =0
rezulta :
£7'—ﬂcosat—%———cosﬂ+—cos
ds Oz By 8z %7
av
"d—;—(SV)V

Se pot demonstra ca gi la campurile scalare, urmatoarele proprietat; :

d(A+B) dA dB

ds  ds ' ds

d(pA) dp . dA

ds —dsA'des

d(A+B) dA dB

ds  ds  ds
dAxB) dA . . dB
ds —IS_XB+A ds
d(A-B) dA . . dB
ds —E;.B+A ds

Definitia 4.3.5 Se numegle derivata vectorului Vin raport cu vectorul
A ezxpresia:
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Fie A = A,i'+ AT+ A,k atunci:

dvV b o i av 1% 1%
— = (A, — k Ay—+ A, —
= (A 6x+A '3y — 4 A, .3 —)(Pi+Qj+Rk) = A, — - ”ay+ o

O

4.4 Integrale de suprafata .

Fie S o submultime din R*® (S C U unde U C R®) si D, C R?. Aceasta

suprafatd S se poate prezenta sub trei forme:
e Forma implicita: S = {(z,y,2) | F(z,y,2) =0}; F:R®*—>R
e Forma explicita: S = {(z,y,2) | z = f(z,y), (z,y) € Dy}
e Forma parametrica:

S={(z,y,2) | z = ¢1(u,v),y = pa(u,v), 2 = p3(u,v) , (v,v) € D}

Se poate trece de la forma explicitd la forma parametrica astfel:
z=u;y =v;z= f(u,v) unde (u,v) € D,.

(X

Fig.48

Daca S este sub forma parametrica si v = v, fixat, atunci se obtine
v curba situata pe suprafata S:

(o) { (v,y,2) [ = p1(u, 1),y = pa(u,1,), 2 = pa(u, v,), (u,v,) € Dy}
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Daca S este sub forma parametrica gi u = wuq fixat, atunci se obiine o
curba situata pe suprafata S:

(1) { (2,9,2) / 7 = 01(to,), ¥ = P2(tto,v), 2 = pa(tio, V), (1, v) € Dy}

I’y si 'y, se numesc curbe de coordonate.

DinN L7, siN L7 = N| 7, x7,. Pentru ¢y, 0, ;3 de clasi ('
(adica S este neteda), vectorii tangenti in M, (punctul de intersectie)
(Fig.48) la curbele Ty, si ', sunt :

) a‘pl(uo)vﬂ)i'_{_ 6‘p2(u0) 1)0) + OWS(uo;vo)E'

B 7 A
C 00w, ) L Bpa(ue, 1) L Da(te, Vo) 1
e = 7 Wa v F

' g1 1, sunt vectori necolineari in Dy, atunci in fiecare punct (w,, ,)
al suprafeter exista un plan tangent unic determinat gi deci exista o
normala unica. Vectoddi 7, s1 7%, fiind necolineari rezulta ca:

XA VES N || ryxTy
. r k
doy Dy O

: = o
dv O Ou

— ATE Byt OK

nnde:
g Plones) o Dloswn) o Dlyi,ys)
D(u,v) ’ D(u,n) D(u,v)

Condilia ca vectorii sa fie necolineari este:

[y <1l = A2 + B2+ C? > 0

Notand. ) ) 5
dp) Opy Dy |
E=<r,ry>= () + (5 - )
Yol ( Ou )+ Ou o i
. BpiuBpr.  Bpa. Bpa.  Dos. Do
F =<, o= (FE)(E + (G (R
ou’" Ov ou’ v Au " O
) R (’)\rﬂ 2 ,(Jk,?-] 2 i)k');; !
(,‘ l(: "", .U = N — — St
T 1y >= ] ) Ao ( o )

AT B C? = FG - F? numita identitatea lui Euler
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Definitia 4.4.1 Fie S o suprafa{d neteda sau neteda pe porfruni avand
forma parametrica:

= ¢i(u,v); y=@2(u,v); 2=p3(u,v) (u,v)€ Dy

Daca:
// VA2 + B + C?du dvz// VEG = F2du dv
D, Dy
existd g1 este finitd atunci suprafaa S are arie gi:

A(S)=//D VA% + B2+ C%du dv =

//S\/EG—F?dudv=//sd0

ar:

do = VA? + B? + C?du dv = VEG — F2du dv

se numegte element diferential de suprafata.

Propozitia 4.4.1 Fie S = {(z,y,2) | z = f(z,y),(z,y) € Dy}, S
netedd.
Daca S are arie, atunci:

A(S)z/L,J1+(%)2+(%£)2dm dy=//l)2\/1+p2+q2dx dy

of . 0 . s .
unde p = —j— gig= —f sunt numite notatiile lui Monge
oz dy
Demonstratie:
£ = T
y = y =

= [f(z,y)

L)
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¢ B af 2
E = 1+0+(—3;)2
_ of
1 G = 0+1+(§fy)
LF = ] 0+0-1+(’6—z)( )

TT k
of
Fuxﬁl= 10 'g—?'
01 -5y—-
__9f -y
= A= 5 —3y' C=1;

| 7y X 7y |= A2+ B+ C?

2
() (3)

Integrala de suprafatd de speta intai

Definitia 4.4.2 Fie S suprafafa netedd(sau netedd pe porfiuni)

z = ¢i(u,v)
S$y = pa(u,v) u,v€ D,
z = (p3(’u.,’v)

st f: U — R o funcfie continud pe U C R®.
Se numegte intergrala de suprafata de speta intai a funcfic: f pe
suprafafa S, integrala datd de:

/ /», Fr(,0), 0a(,0), alut, VA F B H Cldudv = [ [ fia.y,2)
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Definitia 4.4.3 Se numegle intergrald de suprafatd de speta a
doua a funcfiei [ pe suprafafa S, integrala datd de:

[ (P(or(a1,0), 0a(00.0). sl 1) AT Qo1 02,03 B Rl 09, 03)C) s
2
= / /( )P(m,y, 2) dydz + Q(x,y, 2) dzdx + R(r,y,2) dedy =

N S,ﬂ;

= / /( (P(z,y,2)cosax + Q(x,y,2) cos 3+ R(x,y,2) cosy) do
J(si )
(cosa,cos B, cosy) =my;, 1y = -1

// (Pcosax+ QQcos 3+ Rcosy)do =
R (S;iy)

o / / (Pcosa+ Qeos 3+ Rcosvy)do
. S )

4.5 Fluxul unui camp vectorial

Fie o suprafata S situata in domeniul R in care este definit campul
vectorial V i 7i versorul normalei in punctul M la S.

Fig.49

Definitia 4.5.1 Se numegte fluxul campulr vector 1al V prin suprafafa

S, valoarea integrales:
d = // Voida
48

e Ao este elementul diferen(ial al supmfater S ce confine punctul

At
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Campul: . .
V = P(z,y,2)7+ Q(z,y,2)7+ R(z,y, 2)k
gi versorul normalei:
i = cos(i, OT)7 + cos(ii, Oy)7 + cos(7i, Oz)k
exprima:
V .7 do = Pcosado + Q cos do + R cos ydo

dar: .
cos(i,Oz)do = dydz
cos(i,Oy)do = dzdzx
cos(i,0z)do = dz dy

Astfel se poate exprima fluxul campului vectorial:
o= //S P(z,y,2)dy dz + Q(z,y, 2)dz dz + R(z,y, z)dz dy

O interpretare fizicd a notiunii de flux
pornind de la un camp particular

Fie campul vectorial V(M), care reprezintd campul de viteze al
curgerii unui fluid gi S o suprafatd oarecare situatad in domeniul D
ocupat de fluid (Fig.50).

Definitia 4.5.2 Se numegte flux al fluidului prin suprafafa S canti-
tatea de fluid care strdbate suprafata S in unitatea de timp.

Pentru a calcula fluxul, vom imparti suprafata S intr-un numar de
suprafate elementare de arie do.
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4.5. FLUXUL UNUI CAMP VECTORIAL 75

Versorul normal la suprafata se noteaza cu 7. Cantitatea de fluid
care strabate elementul do in unitatea de timp o numim flux elemen-
tar al fluidului. In unitatea de timp fluidul umple un paralelipiped de
baza do gi de muchie lV(M )| Indltimea h a paralelipipedului va fi

proiectia vectorului V(M ) pe versorul 7, al normalei in M, deci va fi
daté de h =| 7i | |[V(M)| cos (i, V) , adica: h =V -4i. Fluxul elementar

este dat de h do, adici: d® = V - 7i do. Fluxul total prin suprafata S
va fi limita sumei: £ V-7 do suma fiind extinsa la toate elementele
suprafatei S, cand aria tuturor elementelor do — 0, daca aceasta limita
existd. Limita obtinuta este o integrala de suprafata:

q>=//17.ﬁda
S

e Daci intr-un punct M apartinand suprafatei S, V §i 7 sunt de
aceeasi parte a suprafatei (Fig.51), unghiul dintre V' gi 7 este
ascutit gi produsul scalar V - 7 este pozitiv.

e Daca V gi 71 sunt de parti opuse, atunci unghiul dintre 1% gi 7 este
obtuz gi produsul scalar V - 17 este negativ.

e Daci V este perpendicular pe 7, deci tangent la suprafata, pro-
dusul scalar V - 11 este nul.

Semnul expresiei V . 7i precizeazi sensul in care fluidul strabate
suprafata in punctul M.

e Daca V -7 > 0, fluidul iese din suprafata prin punctul M ;
e Daci V.7 < 0, fluidul intra in suprafata in punctul M ;
e Dacia V-7 =0, in punctul M fluidul nu striabate suprafata.

Tinand seama de expresia fluxului printr-o suprafata S, rezulta :

e Daca ¢ > 0, mai mult fluid a iesit din domeniu decat a intrat ;

e Daca ¢ < 0, mai mult fluid a intrat in domeniu decat a iesit ;
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e Daca ® = 0, cat fluid intra in domeniu tot atata si iese.

Exemplu:
Pentru V = 7 si se calculeze fluxul prin portiunea de suprafata:
z = 22 + y? cuprinsi intre planul zOy gi planul z = 4, avand normala
dirijata astfel ca sa formeze un unghi obtuz cu axa Oz.

M
g

x _ Y
Fig.52

Versorul: -
soPTHeI+ (DK
+VP + @ +1

iar elementul de suprafata :

0
do = \/p?> + ¢* + 1 dz dy; undep=6—;=2:c; q=§§=2y

cosy < 0 face ca versorul normalei sa fie:

2w+ 27—k

VAaz? + 4y +1

n=

gido =42+ 42+ 1dz dy
222 + 2% — 2

. 4=——=
A7 v ey ey

¢=//(2:c2+2y2—z)dwdy=»

S

2 2
<}>=//(2:1:2+2y2—:1:2—y’)dzdy:/ d()/ pldp = 81
0 ()
D

14
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4.6. DIVERGENTA UNUI CAMP VECTORIAL 77

unde D: 22 + %2 =4 si :
z=p cosb,y=p sinfy=p sind
gi dz dy = p dp db

4.6 Divergenta unui camp vectorial

In cazul cand suprafata S este o suprafata inchisé, aplicand formula lui
Gauss- Ostrogradski, obtinem:

¢ = //dedz+dedx+Rda:dy ///—6-£+QQ-+%I—{)dxdydz

unde S este o suprafata inchisa care limiteaza domeniul simplu conex
gi V(M) o functie vectoriala de componente functii cu derivate partiale
de primul ordin continue pe QU S.

oQ
Definitia 4.6.1 Funcfia scalara 8_ + — By + —6— se numegte divergenta

z

a functiei vectoriale V(M) de componente P(z,y, ), Q(x,y, z), R(x, v, z)
§i se noteazd div V(M), adica:

Fluxul unui vector printr-o suprafata inchisa S este egal cu inter-
grala de volum din divergenta vectorului extinsd la domeniul inchis
de suprafatd S. Formula Gauss- Ostrogradski se numesgte gi formula
flux - divergenta . Vectorial, se scrie:

//V-ﬁda:///divl?dw (4.20)

unde dw este elementul de volum.
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Exprimarea divergentei independenta de
sistemul de referinta , valabila in orice punct M din Q2

{/v-ﬁda=/n/ div Vdw

aplicand formula mediei pentru integrala tripla avem:

//v fido = (div V)|, ///dw (4iv V)|, -V

punctul M fiind interior domeniului , V fiind volumul domeniului .
Facand suprafata S si se stranga continuu in vecinatatea lui M, astfel
incat ¥V — 0 avem:

Din

. JIsV-fido
(dw V)IM = \l;’.rﬂ; BT R
Aceasta limita analoaga cu limita care duce in cazul unei dimensiuni la
notiunea de derivata se numegte derivata spatiala.

Definitia 4.6.2 Se numegte divergentd a campului vectorial V(M )
in punctul M limita raportului dintre fluzul lui V(M ) prin suprafafa
S care mdrgineste domeniul 2 g1 volumul V al acestui domeniu, cind
V — 0 ( punctul M apartine lui Q), dacd aceastd limitd ezistd.

Semnificatia fizici a div V

S& presupunem cé avem o curgere a unui fluid, V(M) fiind campul
de viteze al curgerii.
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Sa consideram o suprafata S din domeniul D de definitie al campului
V(M) .
In unitatea de timp prin aceasta suprafata intra o anumita cantitate de
fluid gi iese 0 anumia cantitate de fluid.
In M, fluxul este negativ, deoarece normala la suprafata gi vectorul
camp sunt de o parte gi de alta a suprafatei, pe cand in M, fluxul este
pozitiv deoarece normala la suprafata gi vectorul camp sunt de aceeasi
parte a suprafatei .
Daca consideram fluxul total prin suprafata S gi fluxul este pozitiv
atunci iese mai mult fluid decat intra; daca fluxul este negativ, atunci
intrd mai mult fluid decat iese; daca fluxul este nul, cat fluid intra prin
suprafata S tot atata i iese.
Avem urmatoarele cazuri:

1. Fluxul prin orice suprafatd S C D este pozitiv si din formula
(4.20) rezulta ca div V > 0. In acest caz iese mai mult fluid decat
intra si rezulta ca in interiorul lui S se creeaza lichid. Spunem in
acest caz ca avem in interiorul lui S, izvoare sau surse pozitive.

2. Fluxul prin orice suprafata S C D este negativ deci divV < 0 in
D. In acest caz intra prin suprafata S mai mult fluid decat iese i
in interiorul lui S fluidul este absorbit. Spunem ca avem puturi
sau surse

3. Fluxul prin orice suprafatd S C D este nul deci divV = 0 in D.
In acest caz cat fluid intra prin suprafata S tot atata si iese,
fluidul este incompresibil.

Sa consideram un camp vectorial V(M) gi o suprafata S inchisa S
prin care fluxul total al campului este diferit de zero, deci
divV # 0. Daci fluxul total este pozitiv oricare ar fi suprafata inchisa
S cuprinzand punctul M, atunci izvorul este in M, iar daca fluxul
total este negativ oricare ar fi suprafata inchisa S cuprinzand punctul
M, atunci putul este in M.

Definitia 4.6.3 Se numegte sursa punctuald un punct M din D | care

are o veeindlate C astfel incit divV (M) # 0 gi divV(M') = 0 pentru
orwee M # M gi M € V.
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Definitia 4.6.4 Se numegte productivitatea sau intensitatea une:
surse punctuale M integrala:

e=//\7-ﬁd0
s

adica valoarea fluxului vectorului printr-o suprafatd S care confine
sursa data in interior, fdrd sd mai confind alte surse.

Teorema 4.6.1 Fluzul prin orice suprafaid inchisd care
e confine o sursa M g1
e nu mai confine in inlerior alte surse

este acelagi.

Demonstratie:
Fie S; si S doua suprafate inchise ce contin sursa punctualda M.

Fig.54 _ Fig.55
In domeniul D limitat de S = S) + S; avem divV = 0 pentru ca nu
avem surse

{/V-ﬁds=S//V-ﬁda+s/2/V~ﬁda; .{/V.ﬁd‘,:(‘)
=>S//V-ﬁds=—s/2/vvfida
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unde e este productivitatea sursei din M.

O
Fie campul vectorial V(M) definit intr-un domeniu D, admitand in
acest domeniu un numar n de surse, pozitive sau negative, avand pro-
ductivitatile e;, es,...,€,. Si consideram suprafata inchisa S care
limiteaza domeniul D.

Teorema 4.6.2 Fluzul vectorului V prin suprafafa S este egal cu suma
productivitdtilor surselor situate in interiorul lui S

//SVfida='Z:;e,»

Demonstratie:

Fie M; , i = 1,...,n surse situate in interiorul lui S. Inconjuram
fiecare sursa M; cu o suprafata inchisa S; ce nu mai cuprinde alte surse
(Fig.55). Domeniului Q2 marginit de S gide S; , ¢ =1,...,n ii aplicam
formula ( 4.20). Notam ). = SUS US,...US, . In interiorul
domeniului ©Q nu sunt surse deci : div V = 0 gi de aceea fluxul total
prin X este nul :

//V-ﬁda=//l7'ﬁda+//‘7-ﬁda+...+//17-ﬁd(r=0
b )] S S S
//V-ﬁda=—//\'/’-ﬁda~...—//V-fida
S S Sn

schimband sensurile de parcurgere pe suprafetele( S; , i =1,...,n ) si
deci ale normalelor avem:

/ v.ﬁda=s/l/v.7ido+...+sf/v.ﬁda=

S

n
=€ +ey+ ...+ e, =Ze.
i=1

O
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Proprietati ale divergentei

1. div (V; +V3) = div V, + div V,

- Intr-adevar, dupa definitie avem :

dzv(V1 + Vz) = 0 (P1 + P) + %(Ql + Q2) + —(Rl + Rp) =

_0p BQI OR, 0P,  0Qy  OR; _
=9z oy T8z T "oy T Hz

=div Vy + div V,

2. div (pA) = gradp - A + pdiv A

- Intr-adevar,

pA = AT+ pAsT + pAsk

0 0 17}
div (pA) = (goA ) + <PA2) + —(‘PAa) =
9 8A] BAQ 6 aAJ -
(')x( P) AL+ @(w)Aﬁw 5y T o Pty =

0A, 0A, O0A;
8:1:+3y % ) +grad - A =

= grady - A + pdiv A

= ¢(

Cu operatorul lui Hamilton:

0 0 0

d’L‘UV (16_m+]6—g;+k6z) (P1+Q]+Rk)
P 8Q OR
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4.7 Circulatia unui camp vectorial .

Daci V(M) este un camp vectorial dat, al cirui punct de aplicatie M
se deplaseazd de-a-lungul unei curbe C' din domeniul sdu de definitie
atunci circulatia campului vectorial V de-a-lungul curbei (C) este:

1 I
0 B8(0,2,0)

Fig.56 X Fig.57

Daca consideram drept camp de vectori campul fortelor F care
actioneaza asupra unui punct material M, iar drept curba (C) traiecto-
ria punctului, atunci circulatia campului vectorial F de-a-lungul curbei

(C) este:

C=/CV-dF

=

(200)

/ﬁ-dF=L
C

reprezinta lucrul mecanic al fortelor F' pentru deplasarea punctului M
de-a-lungul curbei (C) .

Qacﬁ : .
V(z,y,2) = P(z,y,2) "+ Q(z,y,2) 7+ R(z,y, 2) k cum

di=dzi+dyj+dz k
C=LP($,y,Z) d:L'+Q(:L',y,z) dy+R($’y’z) dZ

Exemplu: B B
Sé se calculeze circulagia vectorului: V = (y — z2)i'+ (2 — z)5+ (z — y)k
de-a-lungul conturului OAB :

OA segment de dreapta, iar AB un sfert de cerc situat in primul
cadran din planul zOy..

Rezolvare;
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P =7 dr = dx
OA:¢{ y=0 =< dy=0 0<z<2
z=0 dz=0

AB: 22 +y?=4cu ecuat;iile parametrice:

T = 2cosb dr = —2sinfdf
y=2sinf = { dy= 2cos9d9 cul <6< 7
z=0 dz =
C= Vedi=| V.di+ [. V. drF
OAB 0A AB
unde

V.di = (y— 2)dz + (z — z)dy + = — y)dz
Pe segmentul OA:

2
G =/ (y—z)dz =0
0
Pe arcyl de cerc AB:
€y = (y — 2)dz + (2 — z)dy
AB
Gy = /51(25"10)(—25“19) + (—2cos8)(2cos0)|df = —4/5 dO = —or
; 0

deci :C = =27

4.8 Rotorul unui camp vectorial

Daca curba C este o curba inchisa (Fig.58), aplicand formula lui Stokes
avem:

f{dem+Qdy+Rdz=

o (9(2 —. 0P OR —. 00 or
= —_— - m, 1 —— T, ] —_— 1
//[ ()z cos( )+ 0z Oz o) sl J)+ or Oy ) cus(i )' .
unde S este o suprafata ce se sprijina pe (C) iar S U (' sunt continute
in domeniul D, unde V are derivate partiale de ordinul intai continue.
Expresia de sub semnul integralei de suprafata din membrul al doilea
este produsul scalar dintre vectorul de componente:

Ok _0Q, Or OR  0Q Or

By dy 0z 0z Oz ) dr Oy
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gi versorul normalei de componente:
- = TR = P
cos(ni, 7 ); cos(m, j ); cos(it, k)

Definitia 4.8.1 Se numegte rotorul sau vartejul campului vectorial
1% st se noteaza cu rot V sau V x V vectorul:

5 OR aQ ap_@ﬂ e 0Q_or

Formula lui Stokes in secriere vectoriala devine:

fV-df'://rotV-fida
¢ s

gl se poate enunta astfel:

Definitia 4.8.2 Circulatia unui camp vectorial de-a-lungul unei curbe
tnchise este egala cu flurul rotorulur campului vectorial printr-o suprafafa
marginita de acea curba.

C
Figh8
Utilizand o scriere simbolica formula lui Stokes este:
dez dz dz dy dx

o 0
J o — — —_—
)[1 de +Q dy + R dz — // = = B
# P Q R
unde: .
7k
- a o 0
,gm = — — —
ik e dy 0z
P Q R
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Exprimarea rotorului campului vectorial 7, independenta
de sistemul de referinta , valabila in orice punct M din D

5 [lg7ix V do

V-0 Vv
Intr-adevar , volumul elementar V al paralelipipedului este deter-
minat de perechile de suprafete : (z,z+dz); (y,y+dy); (z,2+dz)

4L

=rotV |u

Ms

\Ea

M 2

My

, .
iZxﬂi«
Deplasarea pe Oz se face in My(z+dz,0,0) pe Oy in My(0, y+dy,0)

si pe Oz in M5(0,0,2 + dz).
Suprafata ce limiteaza volumul elementar V este:

E = Ex U Ezidz U Ey U E“dyU 22 U Ez{dl

I;;://ﬁdeaz
b3

= I(Ez'E,,,d,) + I(wa;H dy) + I(EuL\: od.)

Dar :
I(E&r£t+dz) = IE: + IE

Dar : 7 )
(M x Vdo), = (-1'xV(M))dydz

OV (M)
D

dz|dy dz

“x+dz

(7 x Vdo)y  =3x(V(M))y,,, dydz = x|V(M)+

OV (M)

r

I(L“‘);“d‘) =1 X dx dy dz
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pentru ca :
tTXt=0;tx7=k; txk=7

.. V(M)
I(Elhzv-f-dy) = J X By

dr dy dz

Turaa =k x iz ay d:

IE—[GX‘%‘—/‘+] %+kx—]dzdydz—
— (XD g+ (xR G+ (30 g HIXR g HEXD) S +(Rx ) G2y dz =

=V x V dz dy dz

[fsixV do

= rotVlM h Y

Proprietitile rotorului

1. rot(Vy + Vo) = rot Vi + rotV,

- Intr-adevar,

7 7 k
55 0 0 17
rot (Vi +V,) = o7 £y 3 =
PP+Ph Qi+Q: Ri+ R,
OR, 8Q| OP,
=15, " % ) 18 x) k(o - o)t
OR, 0Q, OR, ~3Q2__3P2

+i(0y_6_z+j(8z_8m)+k(6x 3y)=

= rot \7, + rot ‘72
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2. rot (pV) =grad o x V+prot V

T 7k
o 0 0 Ay OR Oy aQ
D =Ry po—=—-XQ - p=
oz o 22| ety 89 ¥a)T
¢P ¢Q ¢R
Oy OP 0Oy OR, - Op 0Q By, opP
_gq%p_0d Oy Opp g0, 9
=g, =3, + g, P~ 5, R +k(G,@— 5, F)*
OR  0Q 8P OR, - 8Q OP.
+(p[i(3y 0z +J 0z Ba:)+k(am By)]—
T 7k T 7k
B O N
oz By 0z | |3z By Bz
P Q R P Q R
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Operatori diferentiali
vectoriali 3i scalari

5.1 Introducere.

Operatorii diferentiali vectoriali gi scalari se construiesc cu operatorul
Hamilton V care in coordonate carteziene este:
0 g -0

e f e - e 4 e
V=t Hg, th 5,

Reguli generale de calcul cu operatorul V

1. Operatorul V formeaza cu functia scalara sau vectoriala careia i
se aplica un tot unitar.

2. Operatorul V actioneaza numai asupra functiilor aflate la dreapta
sa. Din acest motiv intr-ur produs, operatorul V nu poate fi
factor ultim, in cazul cand rezultatul este o functie .

3. Operatorul V este liniar adica aditiv §i omogen. Notam ” x” legea
de compozitie intre V si o functie scalara sau vectoriala F.
aditivitatea operatorului V : V« (F, + F) =V F; + Vx F,
omogeneitatea operatorului V. : Vx (¢ F) =¢c Vx F
linearitatea operatorului V:

Ve(@Fr+cF)=aVxF +cVF

89
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4. Operatorul V aplicat asupra unui produs de n functii 5, Fa,...,F,
conduce la sume de n functii noi, dupa regula derivarii produsului
gi dupd regulile calculului vectorial in care V este considerat ca
un vector simbolic

V*(f,ofgo...of,.)=V*(£1°f2°---°fn)+"'
4V (FioFo...0F,)

sublinierea indicd factorul asupra caruia actioneaza operatorul
V.
Dezvoltarea calculelor mai departe depinde de natura legilor de

compozitie.

5.2 Operatori de ordinul Intai

Operatorii diferentiali vectoriali gi scalari de ordinul intai

1. Operatorul V aplicat functiei scalare u prin operatia de juxta-
punere conduce la functia vectoriala:

_ pu | pu du
Vu_18x+‘78y+kaz

2. Operatorul V aplicat functiei vectoriale 1% prin produs scalar con-
duce la functia scalara:

numita divergenta campului V.

3. Operatorul V aplicat functiei vectoriale V prin produs vectorial
conduce la functia vectoriala:
.0 .

5 i) i) 4
= (17— - S D + R
VxV (zaP+J6Q+kDR)x(I1+Q1fhk)
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or  dy Oz
P Q R

9l

numita rotorul campului vectorial V. Liniile acestui determinant

simbolic sunt compuse din elementele de natura diferite (nu numai
scalari cum am studiat pana acum). Acest determinant nu are
proprietatile unui determinant obignuit; se dezvolta numai dupa

elementele primei linii.

1) Calculul gradientului, divergentei si rotorului
unei sume de forma F, + F,

e V(uy +u) =V u +Vu
.V (Vi Vi) =V T4 9T
e Vx(Vi+ W)=V xV+VxV,

2) Calculul gradientului, divergentei si rotorului
unui produs de forma «F a € R '

e V(au) = aV u
e V- (u\/;) =aV -V
o V x (aV)=aV x V

3) Calculul gradientului, divergentei ji rotorului
unui produs de forma uF

o V(uyuy) = V(uyuy) + V(uy uy) = wVuy + 1, Vuy

® V . (11]‘)) = V (ﬂ_lv’) + V . (lll‘/_;) = "; s V uy -+ u.\V % \‘}

e Vx (uW) = Vx @)+ Vx @) =Vux V +uV x

u¥ x V= V x Vu
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4) Calculul gradientului, divergentei gi rotorului
unui produs de forma 1—/:,' oV L

a) V(V; - V) = V(¥ V) - V(V; - V)

Pentru calculul primului termen din memebrul drept utilizam dublul
produs vectorial:

Vix (VxV,)=V(V, V) - Vy(V- Vi) =

Vg
av,
Dupa ce se calculeazad gi cel de-al doilea termen din membrul drept

printr-un procedeu analog, rezultd ca gradientul produsuluj scalar a
doi vectori este:

V(- Vi) =Vix (Vx Vo) + (Vi V)V =V xrot V3 +

L avh  dV,
V(Vi- Vi) = Vi x rot Vo — V; x rotV; + V: w;

b) V- (Vi x Vy) = V(LX%HV(%xL)
V-(VixW)=(VxV) h-(Vx V) -V, =

vwﬁxm=%Wme—ﬂwa%

(')VX(V.XVQ) VX(Vx%)Jer(V,xQQ)
=V,(Va- V) = Vo(V- V) +Vi(V-Yy) = Vo(Vi - V
= (Va- VIV, = Va(V - V)+ Vi(V - Vo) = (Vi )z, =

dv, dVg

VidivV, — VadivV,
dV:l Vl+1wz qdivV)

Vx (Vi x Vo) =

5.3 Operatori de ordinul al doilea

Operatori diferentiali vectoriali §i scalari de ordinul al doilea

Prin aplicarea din nou a operatorului V asupra functiei F, = V+ F
utilizand legea de compozitie notata ” o” obtinem o noua functje:

Fy=VoF sauFy=Vo(VxF)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



5.3. OPERATORI DE ORDINUL AL DOILEA 93

Daca construim produsele obtinem urmatorul tablou cuprinzand noua
combinatii din care numai cinci pot exista:

/ N(Npy V- (Vu) V x (Vu)
V(V-V) || VAN-M) ||V KLY V)
VIV £ V) || V(Y x V)|V x(Vx V)

1.div grad u = Au
Intr-adevar,

.
dwv grad u = dwv (g—z L. g_z i %k) -
Ou  *u  H%u .
——@4—@ 32 VV’IL-——VU Au
Expresia :
0? 0? &
s —

oz? oy 022

se noteaza A (laplacian) si se numeste operatorul lui Laplace. Ecuatia
Awu = 0 se numeste ecuatia lui Laplace.

O
2. rot grad u =0
Intr-adevar,
ou ou du -
rot grad u = 1 (e Il 4 k) =
rot grad u = ro (8’z+ By o 7 )
r 7 &
o od 0
= | Oz ()y 0z | =
Ou Ou Ju
dr (?1/ 0z
Fu O*u D*u 0*u . d%u O
I ) + O

Oy Dz Dz dy aeo: oz a0 YEG; 5y Oy o)
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O

94

3. grad divV = V x (V x V) 4+ AV
Intr-adevar,

a 0P 0Q OR
grad divV = _3—2:.(—3— + a‘ + —3—2—)14‘

L00P 0Q OR . O OP 0Q OR._
Yoo Ty e e s Ty Tk T
#Q &P _FP FR TP PP PP
=g or 7 02 tamar Ve T T ot
?R  Q aﬂQ *P 62Q 82Q 2*Q
oroy o2 o Toway Vow T o o)t
. ®P ®R PR #Q . - 8"’R PR PR
e 0: "ot o Toyes) M am t et T

5 k

9 9 )

= Oz Oy 0z |+ AV =
OR 0Q OP OR 0Q 0P

IQJ“l

oy 0z 8z Oz O Oy

=Vx(VxV)+AV
3

4. divrotV =V.(VxV)=0

Intr-adevar,

T 7k
.| 9 o 0
div|] — — —
Oz Oy 0z
P Q@ R
0 0R ) o or OR Q(QQ _or
Oz 523y oy (9’ )=

o' ot e

_ R ®P PQ  #Q R ¥
T 0xdy  Oydz Dz0xr Oxdz Oydx 0:0y

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



5.4. FORMULE INTEGRALE 95

5.rot rot V=V(V-V)—- AV

Intr-adevar,
rotrot V=Vx (VxV)=9V(V.V)= (V. V)V =V(V.V)-AV

0

5.4 Calculul irtegral in teoria campurilor.
Formule integrale

Formule integrale

1) Fie vectorul A= ¢ gradiy unde @ g1 1 sunt doua functii scalare
cu derivate partiale de ordinul al doilea continue pe S U ) unde
suprafata S este inchisa gi sa aplicam formula flux-divergentei

sau ( 4.20) :
//ﬁ'- Ado = // div Adw
s 0

Dar
o T 5 ” dy
n-A=1-(pgrad ) =i -V =p@H V) = Y

div A = V-(p grad ) = V-( ( V) + V- (pV9) = V- Vo+pAy

Rezulta:
// w%da - ///lsko + Vi - Volduw (5.1)
S Q

numita prima formula a lui Green.

2) Fie p = 1 obtinem din relatia ( 5.1):

[/ %%da = /ﬂ/ Aydw (5.2)
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3) In ( 5.1) vom schimba pe ¢ cu ¥ si obtinem:
dy
é / y=Ldo = /n/ / (WAp + Vi - Vip)dw (5.3)
Scazand ( 5.1) i ( 5.3) avem :

// (*P%’d" N "’Z‘E‘*’ = / / / (PAY - pAp)dw (5.4)

S

a doua formula a lui Green.

4) Dacé in formula ( 4.20) inlocuim functia vectoriald V(M) prin
¢(M)d, unde p(M) este o functie scalard de punctul M, cu
derivate partiale de ordinul intai continue pe S U §2 unde S este
suprafatd inchisd iar @ versorul unui vector constant oarecare,

avem:
// o(M)i - fido = // div(pd)dw
s Q ’
Dar

V. (pd) =V :(pa)+V:-(pd)=a-Vo+¢pV-ad=d Vp
=0

Zi-//cp(M)fida=d'-// grad pdw
S Q

cum a este versorul unui vector constant oarecare gi cele doua
integrale din membrul stang i membrul drept, reprezinta vectori
care au proiectii egale pe orice directie, inseamna ca sunt egali,

// o(M) fido = ///grad  duw (5.5)

care se numegte formula gradientului.

adica:

adica :

5) Daca in formula ( 4.20) inlocuim pe V cu V x d, unde a este
versorul unui vector constant oarecare avem:

[/(V x &) - fido = //”diu(‘? 3 5] dio
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a- //S(ﬁ x V) do = //ndi'u(V X d) dw

dar:d'iv(f}Xii):V-(de):(VxV).d

d-//s(vixv')da:d-//“VxV'dw

gi cum a este un vector constant arbitrar gi cele doua integrale
reprezinta vectori care au proiectii egale pe orice directie, inseamna

ca sunt egali:
Jfj i Vyda = [[] (¥ x V)aw (5.6)

formula care se numeste formula rotorului.

5.5 Clasificarea campurilor vectoriale

Aceasta clasificare se face dupa modul cum este conditionat campul
vectorial V.

Campurile actioneaza intr-un domeniu D cuprins in regiunea R (mono,
bi sau tridimensional) pe care-l vom considera simplu conex sau multi-
plu conex, devarece vom utiliza functii uniforme respectiv multiforme.

Definitia 5.5.1 Domenwul sumplu conex este domeniul in care orice
curba C se poate strange in jurul unui punct interior domeniului in
mod continuu.

Exemplu:
Interiorul unei sfere.

Definitia 5.5.2 Domeniul multiplu conex este domeniul in care exista
curbe C care nu se pot strange in jurul unui punct imterior in mod

continuu.

Exemple:
Interiorul unui tor, cilindru infinit.

Categoriile principale de campuri vectoriale
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98 CAPITOLUL 5. QPERATORI

I. Campul uniform (constant) este campul vectorial V constant in
marime, dirctie gi sens in domeniul D C R. Ecuatia de definitie:
V=V,

II. Campul lamelar sau potential intr-un domeniu D, un camp de
vectori de forma : V(M) = grad ¢(M), p(M) este definiti tot
pe D.

III. Campul irotational intr-un domeniu D este campul vectorial V(M)
: care are rotV = 0 in toate punctele lui D.

Proprietiti ale cimpului irotational V(M) intr-un domeniu simplu cone

Propozitia 5.5.1 Circulajia cémpului irotafional V de-a-lungul oricdrei
curbe inchise C confinuld intr-un domeniu D este nuld.

C=fc17-df=//srot Viido = 0

Propozitia 5.5.2 Circulafia cémpului irotational V de-a-lungul oricdrui
arc de curbd cu aceleagi extremitdji in D, confinut in intregime in D,
nu depinde de arcul de curbd, depinde numai de extremitdi.

Demonstratie:

Fig.60

Intr-adevar, fie doud arce de curba continute in domeniul D, arcul
AMB gi arcul ANB. Fie curba inchisa ' = AMBNA

}{V-dre/A Vit [~ V.di=o; /A V-dr"=+/ﬁ V.dr
r A ANB

MB BNA AMB

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



5.5. CLASIFI AMPURILOR VECTOR 99

Propozitia 5.5.3 Orice cdmp irotational este un cdmp potenfial adicd
este gradientul unui cdmp scalar.

Demonstratie:

Intr-adevar, dintr-o proprietate a campurilor irotationale, rezultd ca
integrala curbilinie din vector nu depinde de drum. Fie M,(z,,¥,, 2,)
fixat in D §i M(z,y, z) variabil in D. Avem:

V.dF = Pdz + Qdy + Rdz = p(M,, M) = ®(z,y, 2)
MoM MoM
se gtie ca :

oo oo 6%
dd = —a—;d:t + ady + gdz

prin urmare:

o oo o
P_E'Q—E’R_Ez_

gi deci V = grad ® adica V este camp potential.

Propozitia 5.5.4 Orice cimp polen{ial este irotafional.

Demonstratie: B

Campul V potential inseamné: V' = grady urmeazi ci:

rotV = rot gradp = 0. Dar rotV = 0 inseamna ca V este irotational.
m]

Exemple de campuri irotationale:

e Campul gravitational newtonian in regiuni in care se aflda mase
atractive (in gravifica)

-
e Campul electrostatic £ in regiuni care contin sarcini electrice
(in teoria campului electromagnetic).

Proprietati ale cimpului irotagional V(M) intr-un domeniu multiplu conex
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Fie un camp irotational V(M) intr-un domeniu multiplu conex D.
Intr-un domeniu multiplu conex se pot considera doua tipuri de curbe
inchise.

a) Curbe C, cu proprietatea ca existd o suprafatd S, marginita de
curba C, continutad in domeniul D.

b) Curbe I', care nu au aceasta proprietate. Curbele I' sunt curbe
care traverseaza cel putin una din tdieturile pe care le putem
face in domeniul multiplu conex D , pentru a obtine un domeniu
simplu conex D'.

Definitia 5.5.3 Se numesc echivalente intr-un domeniu multiplu conez
D doud curbe inchise sau doud arce de curbd, confinute in acel dome-
niu, dacd fiecare tdieturd este traversatd de cele doud curbe, sau arce
de curbd de acelag numdr de ori gi in acelag sens.

Fig.61

Ly echivalent cu Lj pentru céd intersecteazd tdietura 7" o singura
data gi in acelasi sens (Fig.61). Ly nu este echivalent cu Ly pentru ca
nu intersecteaza taietura 7' de acelagi numar de ori. L, intersecteaza
taietura T o datd si L4 intersecteaza taietura 7' de doud ori,

Propozitia 5.5.5 Circulafia campului irotafional V(M) pe doud curbe
“echivalente este aceeagi.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



5.5. CLASIFICAREA CAMPURILOR VECTORIALE 101

Demonstratie:

Cazul I Presupunem ca avem doua curbe C) si Cy din prima categorie,
adica penru care exista o suprafatd marginita de aceste curbe S,
si Sz, continute in intregime in domeniul . Pentru determinarea
circulatiei pe aceste curbe putem aplica formula Stokes, deoarece
campul este definit in toate punctele suprafetelor S, si S, gi avem:

Cy = V~dF=//rotV-ﬁd_a=0
(&)
S

g = V-df‘://rot\?-fida:O
Ca
Sa

ﬁC1=C2

Cazul II Sa presupunem ca avem doua curbe L, gi L3 din categoria a doua,
care traverseaza o singura data o taietura 7" gi numai una. Fie M,
si M3 punctele in care curbele Ly si L3 intersecteaza suprafata T'
gi MyMj3 arc de curba apartinand taieturii 7.

Putem considera curba inchisa:
C = L{UMyMyU Ly U MzM,
care este o curba de categoria intai, care nu traverseaza nici o taietura

i daca curba L, este parcursa in sens direct curba L3 este parcursa in
sens invers. Pentru aceasta curba vom avea:

f\}-dr*://rot\?da:O
c
S

dar:
)[ V.dr= V.dr + V-dr"+/ V. dr + V.dr
C L3 Ma My L

M3 M,

Cum:

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



102 CAPITOLUL 5. OPERATORI

[ Vedi=—[ V.dsi[ Vdr==[ V.ar
M2M3 M3M, Ly L}

=>/ V.di+ V.di— V-df—/ V.dir=0
LY L} M3 M;

MaMj

.—_>/ V-sz/ V.di
L} L}

Urmeaza ca daca curbele L §i L3 traverseaza o singura data o taietura
T in sens direct circulatia este aceeagi. Demonstratia se extinde gi la
cazul cand cele doua curbe echivalente traverseaza de mai multe ori una
sau mai multe taieturi in acelasi sens.

Definitia 5.5.4 Valoarea comuna a circulafies pe curbe echivalente inchise
ce traverseazd taietura T' o singura data poarta numele de constanta
ciclica k asociata taieturii T

Propozitia 5.5.6 Dacd o curba inchisa I, confinutd in domeniul D
in care V(M ) este irotafional, traverseazd o singurd tdieturd T de n
ort in sens direct, atunci circulafia lui V(M ) pe T este egald cu de n
ort constanta ciclicd corespunzdtoare acestei tdaietur: adicd:

}{V'-df'=nk
r

Demonstratie: Sa consideram, pentru inceput, o curba I' care tra-
verseaza de doua ori taietura 7" in sens direct (Fig.62), Fie A gi B
punctele sale de intersectie cu 7. Unim pe A cu B printr-un arc de
curba trasat pe taietura 7'. Circulatia pe I este:

CarBora = Carp+Cpora = CA+Caps+CporA+CaAB = Caprs+CugrAB

Curbele (C)) : BAPB si (Cy) : BQRAB sunt inchise, traverseaza o
singura data taietura 7" si circulatia pe aceste curbe are aceeasi valoare
k deci:

Vear= [ Vedi= [ Veditt [ Vodr=2k
r APBQRA o

Cy
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In cazul in care curba I' traverseaza taietura 1" de n ori (n > 2) in
sens direct, (Fig.63) adaugand arce trasate pe n curbe echivalente se
obtine:

f\'/'.dr”=nk
3

Se aplica metoda inductiei complete. Am demonstrat pentru n = 2.
Presupunem ca:

CAlBlAZBQ'“An»an—l = (n' - l)k

Atunci: Ca,B,438,-AnBn = Caya, +Ca,8,4s +Ca3a, +CarBoas + - +
CanAny +Can 1B 140 +C 1B A AL A0 =
= Caya,B1A3 + CA3AByAs +* +Capan-18._,4, + CAnBLA Ay An
Utilizand presupunerea facuta pentru n — 1 curbe echivalente avem:

CaBA2B2 ALB, = (N — 1)k + k =nk

Daca curba I' traverseaza taietura de n ori in sens invers, atunci circulatia
pel vafi —nk.

Fie doua curbe L, si L, ce unesc punctele A gi B cu deosebirea ca L,
nu traverseaza nici o taietura iar Ly traverseaza taieturile 71,75, T,
de ny,ng,- -+, n, ori.

Fig62
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Din proprietatile precedente rezulta : L = L, U L,

f\?-df:f V.di+¢ V.dF
L Ly

Ly
dar: }( V. dif = £nk, £ ngky £ -+ - £ nyk,, adici:
L
}(Lj.dr*: ) V- drtnik £ ngky £k gk,
2 1

Semnul + sau semnul — se alege in functie de sensul in care este traver-
sata taietura.

Propozitia 5.5.7 Un camp irotafional V(M ) intr-un domeniu multi-
plu conez este un camp potential adicd este gradientul unui cdmp scalar.

Demonstratie:

Fig.64

Fie A(2,, Yo, 2,) fixat in D si B(x,y, z) variabil in D (Fig.64) atunci:

S,V di= [,V di =

= [4p Pdx + Qdy + Rdz = (A, B) = p(,y,2) (7

Dar gtim ca:

’ V.dr'= , V.di + niky X ngky £ £k (5.8)
L2 n
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Din relatiile ( 5.7) si ( 5.8) rezulta:
P
/ Vdr'+ ) tnk; = ¢(z,y,2)
& i=1

Notam ¢,(z,y,2) = V .d7 numita determinare principala a

Ly
functiei ¢(z,y, 2).
@(z,9,2) = po(z, Y, 2) +Z:tn k;. Cum

=1
op ap Oyp _ 8‘,0 _ O
B —dz + Bydy + s ? 42 rezulti ci: P = Q ;R = 32 deci:

V grad ¢(z,y,z) adica gradientul funct;nex e(z,y,2 ) este egal cu
V(M) in tot domeniul D' obtinut din D prin introducerea celor p
taieturi.

dp =

5.6 Camp solenoidal

Definitia 5.6.1 Numim camp solenoidal intr-un domeniu D campul
vectorial V(M) care are divergenfa nuld in toate punctele domeniului
D adica:

div V(M) = 0.

Propozitia 5.6.1 Daca campul V(M) este continuu in domeniul D gi
pe suprafafa S care maryme;tc acest domeniu gt solenoidal i dome-
niul D, atunci fluzul lus V(M) prin orice suprafafd inchisd ¥ confinuta
in domeniul D este nul.

D'emonstra;ie: .
V(A1) este solenvidal adica div V(M) = 0 si deci:

//V-nfrl(r:///div Vdw =0
¥ Q

S-a aplicat formula flux-divergenta. Rezulta ca in interiorul unui dome-
niu Q marginit de suprafata inchisa S pentru care V este solenoidal nu
pot fi izvoare sau puturi.

0
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Propozitia 5.6.2 Fluzul unui camp V(M ) solenoidal este acelagi prin
orice suprafald S subdnlinsd de o curba C.

Demonstratie:

Fig.65

S=8,US //V-ﬁda://SV-ﬁda+/ [ V.iido
| 1 ;

Dar: //V-ﬁda=// div Vdw = 0
S 1)

— — 7 — T
cum:ns,=—ns,avem/ V-nda—/ V.ndo=0
S S
Dar de pe suprafata S; vedem insa sensul de parcurs pe curba C invers

decat dupa S). Folosind sensul direct de parcurgere avem:

Propozitia 5.6.3 Fluzul unui camp V(M) solenoidal prin orice secfiune
transversald intr-un tub de vectorsi (sau tub de curent) este acelagi:
(I)Sl = (I)S.)-

Demonstratie:
" Sa consideram suprafata S marginita de curba inchisd C. Prin fiecare
punct al suprafetei S trece o linie de camp L cu proprietatea:

V xdr=0sauV.5i=0.
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Liniile L genereaza un domeniu. D marginit de o suprafata ¥;, D este
numit tub de vectori iar ¥, suprafata tubului de vectori (Fig.66)

Fie S, si S; doua sectiuni in tubul de vectori gi S; portiunea din
¥, cuprinsa intre cele doud sectiuni . S = S; U S, U S| este suprafata
inchisa care margineste un domeniu {2 inchis.

Cu formula flux-divergenta:

ﬁf/’-ﬁ@:/j div ¥ =10
S [¢]

dar:
Sé[V n a—//V nda+//V nda+//V ndo=0

Dar pe suprafata S; avem: V - i = 0, pe suprafata S, : nig, = +7ig, s

pe suprafata Sy : 75, = —7ig,. Rezulta:
/ vV nda=/ V.rido =
Sq S
2 "
TA

Fig.66

Definitia 65.6.2 Fluzul printr-o secfiune in tub notat 1, se nuwmeste
intensitatea tubului de vectori.
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Propozitia 5.6.4 Condifia necesara gi suficientd ca un camp vectorial
V(M) definit in D sd fie solenoidal este ca in orice punct din D sd
existe campul vectorial W(M) astfel incat sa fie satisfacuta relaia:

V(M) = rot W(M)
W (M) se numeste potential vector al campului solenoidal V(M).

Demonstratie: B
Suficienta: Daca existda W(M) satisfacand relatia: V = rot W atunci:

divV=V.V=V.VxW=0

Necesitatea: Ipoteza problemei este div V=0 gi trebuie gasit vectorul
W (M) ce satisface ecuatia:

V=rot W (5.9

Construim o solutie partxculara a ecuatiei. Pentru aceasta raportam
campurile vectoriale 1% gi W la triedrul 7, ],k: gi avem:

V = Vit + Va7 + Vak
W = WiT+ Waj + Wak

Dar: -
A
- o 9 0
Vel = 2L 2
or oy Oz
W, W, Wi
adica:
(OW3  OW,
_ = W
| W oWy Va (5.10)
A .
| 0 By *

unde Vi, V, V5 sunt functii cunoscute gi W, Wy, Wy sunt functii ne-
cunoscute. Vrem sa determinam numai o solutie particulara a aces-
tui sistem, de aceea putem particulariza problema cat este posibil
ca sa integram mai usor.
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Cautam solutii cu Wj(z,y,2) = 0 i sistemul de mai sus devine:

OW,
= -h

A,

i = (5.11)

_a%_'z_a_u_/l = Y

ox oy O

Din prima relatie a sistemului:
20
Din a doua relatie a sistemului:

W, = / Va(z,y, t)dt + g(z,y)
20

cu f(z,y) s g(z,y) functii arbitrare. Cu functiile W;(z,y,2) si
Wy(z,y, 2) astfel determinate se verifica cea de-a treia ecuatie a sis-

temului:

€ 6W2 =—/z 3V1(.’L,y,t)dt+8f($,y)
oz 20 Ox Ox
oW, 2 OVa(x,y,t) dg(z,y)
it} N bl dt +

Inlocuind avem :

20V 0V, of(x,y) 9g(z,y)
lo Oz * Ay o+ oz oy Y

Cum V(M) este solenoidal adica div V = 0 avem:

ovy 0V, oVy

O 7)?/— Bz
avern: - 8[ 6
z 3 g
aibd o _ 9% _vix
lo 02 o 61; ay 3(1,?/‘ Z)
af o
%(J,y,Z) - ‘/:’(T'!y)zﬂ) + .(T);j: a ;?_:lg/- = ‘/ﬂ(x,y,Z)
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af g
= Ly .,
Oz ay 3(1; Y,z )
. . . . of
Particularizand functia g(z,y) = 0 obtinem: = Vi(z,y, 29) adica:
S@,9) = [ Valt,y, z)dt + ()
zo
Pentru ¢(y) = 0 am determinat o solutie particulard a sistemului

( 5.11), deci un vector W care verifica ecuatia: rot We = V vectorul

We este un potential vector al campului 1% gi este dat de:
We =i [ Va(a,y,00dt+ 3l [ Valay e+ [ Valtp, 2l
20 20 zo

Daca vectorului We ii addugadm gradientul unei functii scalare ¢ arbi-
trare, obtinem tot o solutie a sistemului ( 5.11) deci tot un potential
vector:

W =W°+grad ¢ (5.12)
unde rot W = rot W°+rot grad ¢. Dar rot grad ¢ = 0 deci: rol W =
rot We = V.

0

Propozitia 5.6.5 Doud solufii W gi U ale ecuafiei ( 5.10) diferd prin
gradientul unei funcfii scalare.

Demonstragle
W si C solutii ale ecuatiei ( 5.10) inseamna: rotW =V girot (! = V.

Prin scaderea acestora avem: 10t(W C) = 0. Deoarece orice camp
irotational este un camp potential avem: W-C= grad ¢ =» W =

C + grad ¢. Deci W se exprima sub forma ( 5.12).
L

5.7 Camp laplacian

Numim camp laplacian sau armonic campul V(M) care este simul-
tan irotational g1 solenoidal intr-un domeniu D din R adica:

rot V(/\I) =0; dw V(/\l) =
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5.7 CAMP LAPLACIAN 111

—

Daca campul este irotational: V' = grad f(M) deci V- V=v.Vf
cum V-V =0= V.V =Af =0 adica:

Prin urmare un camp vectorial armonic este un :

e camp vectorial potential

e al carui potential satisface ecuatia lui Laplace.
Solutiile ecuatiei Laplace se mai numesc si functii armonice.
Presupunem in continuare ca functiile armonice sunt definite intr-un

domeniu D marginit de suprafata inchisa S.

Teorema 5.7.1 Penltru func{ia armonica ¢ avem:

dy
S

Demonstratie: Utilizand prima formula a lui Green obtinem:

) //goj—:l:d(f:///(Vw'ngJrcpAt/))dw
S 9]

Pentru ¢ =1 gi 9 armonica adica Ay =0

Teorema 5.7.2 Daca ¢ gty sunt armonice are loc relajia:
dyp dp
— —yYp—)do =0
//(de. ddn) ?

S
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112 CAPITOLUL 5. OPERATORI

Demonstratie:
Utilizand a doua formula a lui Green obtinem:

/I (“’%/: - Z_:)d" = [[[(wry - vap)a

dar Ay = 0 si Ay = 0 prin urmare:

J k- =

Teorema 5.7.3 O funcjie f(M) armonicd diferitd de o constantd nu
poale avea un mazim sau minim in D.

Demonstratie:
Daca functia armonicd f(M) ar avea un maxim in punctul My(Z,, Yo, 2o)
din D, atunci in M, ar trebui sa fie satisfaicutd conditia:

2f  0*f 62f
50t g + 1 = A <0

in contradictie cu ipoteza A f = 0. Daca se presupune cd in M, functia
f are un minim, atunci este necesar ca in M, sa fie satisfacuta conditia
Af > 0, in contradictie cu ipoteza Af = 0. Din teorema de mai sus
rezulta ca o functie armonica in D igi atinge valorile maxima gi minima
pe frontiera S a lui D.

0

Camp biscalar

Definitia 5.7.1 Camp biscalar este campul vectorial V' care satisface
ecuafia: V = A grad u unde A gi u sunt funcfii scalare nenule.

Propozitia 5.7.1 In fiecare punct din domeniul D in care cimpul bis-
calar V(M) este definit, V' este perpendicular pe rotorul sau:

V.rot V=0
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5.8. CAMPUL GENERAL (OARECARE) 113

Demonstratie:
rotV =rot(A grad u) +rot(AVu) = VAxVu +AV X (Vu) = —Vux VA

‘7~7‘ut‘7=——/\Vu-(VuxV,\)=
a

Propozitia 5.7.2 Campul biscalar V nu admite un potential scalar
din care sa derive , adicd nu eristd o funcfie ¢ aga fel incat V' sd poatd
fi scris V = grad ¢

Demonstratie:
Intr-adevir, daca V ar deriva dintr-un potential ¢, atunci el ar trebui
sa fie uotaglonal adica: rotV = 0. Dar rotV = —grad u x grad A # 0
pentru orice A si u.

0

5.8 Campul general (oarecare)

Definitia 5.8.1 Cdmpul general este cimpul vectorial V(M) care nu
esle supus nici uneia din condifiile indicate la tipurile precedente, dar
care poate fi supus altor condifir.

Propozitia 5.8.1 Campul general V poate fi descompus intr-un camp
wrotafronal gi un camp solenoiwdal V=V.+V, cu condifitle ca:

rot V = rot V, si div V = div V..

Demonstratie:
div V = div V; + div V, = div V;
rot V = rot V, + rot V, = rot V,

pentru ca div V,=0sirot V,=0.
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114 CAPITOLUL 5. OPERATORI

5.9 Determinari de campuri.

Determinarea unui camp scalar de gradient dat .

Fie campul vectorial :

—
V =gradyp
cunoscut , se cere sa determinam functia p(r,y,z) .

Problema este posibila daca rotV = 0 adicé :

i Tk
R
ox 3y 0z
P Q R
(on_ 2
dy 0z
{o o
o B
| 9z By
In aceste ipoteze , functia ¢ va fi determinata de sistemul ;
()
%i: P(x,y,z2)
x
o= Qey,2)
%y
?’% = R(z,y,2)

Rezulta :

dp = P(a,y, 2)de + Q(a,y, 2)dy + R(x,y, 2)dz

sice(e,y,2) = fyon Pla,y, 2)de + Qx,y, 2)dy + R(e, y, <)ds

unde M,este un punct fix si A un punct arbitrar din domeniul /),
Functia ¢(x,y, ) este determinata in afara de o constanta arbitvara gi

este dupa cum am definit-o potentialul scalar al campului V(A/) .

O
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Exemplu : Sa se determine potentialul scalar al campului :

V= (yz + 4::)7 + (zz + 4y)7 + (xy +4x) k

Conditia ca V sa admita un potential scalar rot V = 0 este
indeplinita

x,y0,20) (%.%,20)
Fig.67
Campul este potential V= grady adica :
0
2 yz +4z
32:
i o Tz + 4y
Oy
-ai = zy+4zr
oz 4 '
Functia:
o= [ (yz+4z)dz + (vz + 4y)dy + (vy + 4x)dz =

MoM

r v 2z
[(Yozo +4zo)da + [(22, + dy)dy + [(zy + 4x)dz
o Vo Zo

x

P = / (yz +42)dx + (vz + dy)dy + (zy + da)dz =

MoM
T v z
= /(y(,z(, + 4z,)de + /(.’1':‘, + dy)dy + /(.I:y bode)dz
Ty Vo Zy

@ = ayz + 4wz + 2y* — (0oyozo + 4,3, 4 2!/(2.)
..('

adica : p(r,y,2) =oyz +4r2 + 24+ C
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Determinarea unui camp vectorial de rotor si divergenta data

=k
Se defineste intr-un domeniu D functia p(z, y, z) si vectorul U (z,y, 2).
Se cere sa se determine campul vectorial V care si aibé rotorul egal

cu 17' gi divergenta egala cu p , deci :

—  —
rotV =U (z,y,2)
div V = p(z,y, 2)

Problema este posibila daca :
divU =0
Se vor rezolva cateva cazuri particulare :

I .) Determinarea unui camp irotafional gi solenoidal

rotV = 5’
(Sl) R
divV =0

DinrotV = 0 rezults V = gradyp gi div V=v. Vo=Ap=0

Solutia sistemului este:

V = grady unde Ay = 0 adica ¢ este armonica .
Ecuatia Ay = 0 este numeste ecuafia lut Laplace.

11 .) Determinarea unut camp irotafional de divergen{da dala .
" rotv =0
(S2) {

—_’
div V = p(z,y,2)

plx,y,2)

1
Din rotV = 0 rezultda V = grady si div V=v. Vo =Ap= |
|
Solutia sistemului este: ,
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5.9. DETERMINARI DE CAMPURI. 117

V= grady unde Ap = p(z,y, 2)

Ecuatia Ap = p(z,y, 2) se numeste ecuafia lui Poisson .

111 .) Determinarea unui camp solenoidal de rotor dat .

(Sy) { rotV =U

—

div'V =0

Din div _‘7 = 0 rezulta

Bu, 8112 6u3__
5z oy Tor "

Din ecuatia rotV = U se construiegte o solutie particulara Vo (ca
la propritatile campurilor irotationale ) . Solutia ecuatiei este:

V = gradp + V°
unde ¢ este o functie arbitrara. Dar div V=0
div VP + V.V =0

Ap = ~div V°

este ecuafie Poisson
Solutia sistemului este:

V = grady + V* unde @ este potentialul scalar ce verifica :

Ay = ~div V°

1V ) Determinarea unur camp de rotor dul g1 de drvergenf{a dala.

(S‘ ) { /‘()IV = ?7
Y —p

div V= p(r,y, )
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e

V=

118

Vom cauta solugla sistemului (S;) ca suma de doi vectori:
+ Vz unde V, §i V2 satisfac conditiile:
{ rol V;= —l?
div i/_;: 0
{ rot i/:= 0
div _V;= p(z,y, z)

—V—; este solutie a sistemului (S3) si t—/; este solutie a sistemului (S3)
Rezulta cé solutia sistemului (Sy) este :

V =Vi + V5 unde : rotv =rot V} +rot Vo= U

divV = div Vi +div Vo= p(z,y, 2)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Capitolul 6

Coordonate curbilinii
generalizate

Coordgnatelor curbilinii
generalizate .

Coordonate curbilinii ortogonale .
Operatori diferentiali in coordonate
curbilinii ortogonale .

6.1 Coordonatelor curbilinii generalizate

Rezolvarea multor probleme practice se poate usura daca se folosesc
coordonatele curbilinii diferite de cele carteziene .

Trecerea de la coordonatele carteziene (x,y, 2) la coordonatele cur-
bilinii (¢),¢2,qs) se face pe baza biunivocitatii intre punctele spatiului
si coordunatele lui prin relatiile :

= x(q1,q2,qs) Q@ =q(z,y,2)
v =ylq, g2, q3) i 7 = q(T,y,2)
= 3(‘1|»‘12,‘]:s) q3 = ']3(-’1’,?/, z)
Vectorul de pozitie
T =xi 4 ;:/7’ + :-I\_t' In noile coordonate este :
119
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120 CAPITOLUL 6. COORDONATE CURBILINII

— —
r =T (‘Il ) q'l ) ‘I:})
Deplasarile punctului M pe curbele de coordonate sunt :

A/l_&1= d‘l‘] = a—rdql
oq
MMQ = dT2 = 'a—LdQQ
0gy
S o7
MMz =dry = —d
3 T3 g3 q3

Sa consideram versorii tangenti (Fig.68) la curbele de coordonate q;, g2, g3
§l sa-1 notam cu :

— —) —P
€1, €2, €3

Dar pe curba coordonata g;variaza numai gq; ;

ar
este un vector tangent la curba ¢, .
y4 Q= var
M3
[
l'M,
;( Qzlvll‘
!
M
9 ' g avar Y
Fig.68
Notam prin :
T T 7
Iy, = = ; Hy = A y Hy = QL
o Oqy g
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6.1. COORDONATE GENERALIZATE 121

deci:

or or or

— =H,e;; — = Hyey ; — = Hse;

(r)ql ]el ) 8q2 262 ) 6(13 363
Cum :

a7 +yj +2k) L e D
g oq, 0q Oqy

vom avea :

87’2_ 2_@_2 ?}iz 622,-__
l aq' |—]{t _(aqt) +(8Q1) +(8q1) ,2—{1,2,3}

Cantitatile H, ; Hy ; H3 se numesc coeficientii lui Lame .
Sa consideram si versorii normali la suprafetele de coordonate :
Q=47 @2=q3; 9% =4

Sl < s I e
5! sa-1 notam cu ny ; Ny ; N3 .
Vectorii grad ¢; sunt normali la suprafetele :

gi=4¢q;; 1= {1,2,3}

prin urmare :

1
- .
71", = ——-———-g"‘(]d q; ,7 = {11213}
| grad q; |
unde :
hi =| grad q; | ;i ={1,2,3}
adica ;
— 1 . .
= T.‘}"ﬂll (g 1= {1,2,-3}
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122 CAPITOLUL 6. COORDONATE CURBILINII

Se deduce ca :

Dar :

deci :

0q; i\, ,0q;

i ( )2 ( ) +(E)2a l={1)2)3}

Cantitatile h; ; ¢ = {1,2, 3} se numesc parametrii diferentiali de
ordinul intai .

Definitia 6.1.1 Vectorii: (u), Uy, U3) §t (U), 00, U3) formeazd un sistem
de vectori reciproci unii fa{d de ceilalfi , dacd sunt indeplinite relafiile:

u;.U; =1 g
U;.0; = 0 pentru i # j

Sa aratam ca vectorii grad ¢; formeaza un sistem de vectori reciproci
cu

or
Ogi
Pentru aceasta trebuie sa aratam ca avem:
grad q,-.%;;T =1gi
grad qi.g—;'; =0 pentru (i # j) UV
Dar din :
— - -
d7(q1,92,93) = Z—;d‘h + %ﬁd% + %—;;d%

inmultind scalar cu grad ¢; ambii membri obtinem :
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6.2. COORDONATE CURBILINII ORTOGONALE . 123

or or or
d i — d ,'.d*’ = ad i d ad s d ad o T d
qi = grad ¢;.d T = (grad q aq.) qi+(gradq 6q?) qa+(grad q Bq;.) qs

gi cum dgq, , dgy , dgz sunt independenti , rezulta ca pentru :

i=1=> gradq. 5> =1; grad .55 =0; grad ¢.5C =0
i=2=% grad q,-.% =0; grad qg.% =1; grad qf%—;a =0
i=3=% grad q,-.%;_';— =0, grad Qi-% =0; grad qc--%,'s =

6.2 Coordonate curbilinii ortogonale .

Sunt coordonatele curbilinii al caror curbe de coordonate sunt perpen-
diculare doua cate doua in orice punct M al domeniului . Rezulta ca
pentru coordonatele curbilinii ortogonale , vectorii :
—) —_ —3 . . . — — — & . .
ny , Ny , n3 coincid cu vectorii : e; , ey , €3 si sunt perpendiculari
doi cate doi , deci avem relatiile :

-— ey
€;

—— —5
n; = ,n,--n,—=0,e,~-ej=

(6.1)
pentru @ # j
Dar pentru ca un sistem de coordonate curbilinii sa fie ortogonal
trebuie ca:

or 07 Ox @+By Oy 0z 0z
dq; < q; dqi Oq; Oqi 0q; Oq Og; a

dq; Oq; 0Oq; dq; 0Oq, Oq o
rad ¢;-grad ¢; = — - -2 + = . 2L 4 2. = tru @ # |
I & 9rat A= By B dy dy 9z 0= pentru i # j
Daca coordonatele curbilinii sunt ortogonale | putem gasi o relatie
intre coeficientii lui Lame //; gi parametrii diferentiali de ordinul intai
h, .Avein :
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124 CAPITOLUL 6. COORDONATE CURBILINII

or

grad ¢; = h; e si Ba; =H; &
Din relatiile de reciprocitate :
or
ad i =1
graa q B4,

adica :
1
hie; H,e; =1 = h; Hi=1=h, = I pentru i = {1,2, 3}
Pentru vectorii grad ¢; se obtin relatiile :

1
grad g; = h;n; = grad ¢; = —n; pentru i = {1,2,3}

H;

Elementul liniar in coordonate curbilinii ortogonale .

- - —_— T — —
Sa raportam vectorul d v la vectorii €) , e; , €3 . Vum avea :

. o7 or o e i
dr = d(h + dq; + dq;; = H]dql €) + sz(]') €y + ”;5(!(];; €y
0q, Jgq Ogs

H]dql : [‘Igd(h 3 H;;dq;;
se numesc componentele curbilinii ale vectorului ¢ 7" . Dar :
d7 - d7 =ds*

. I . A - — —
g1 cu l’elat‘nle precizate intre €; , €9 ,€3 avem:
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ds® = Hidg} + Hidgs + Hidg; (6.2)
numit elementul de arc in coordonate curbilinii ortogonale .

Elementul de volum in coordonate curbilinii ortogonale.

Se stie ca :

d? ardq]=>d7']-—H]dqlel

oq

6-—*
d?g = —dQQ =d7r 2 = HZdQ‘) €9

Og

8—)
d?a 3 dq;; == d rT3= H3dQ3€3

q3

dar elementul de volum este produsul mixt al celor trei vectori ele-
mentari:

dV = (Hdg e , Hadgoes , Hadgses)
adica :

dV = HyHyHydq dgadgs(ey |, e , €3)

Daca sistemul este ortogonal (€, , € , €3) = 1 elementul de volum

este :

dV = H,H,H3dq,dq,dqs (6.3)

Tipuri de coordonate curbilinii ortogonale

Coordonatele cilindrice.

Intre coordonatele cilindrice (p, 0, 2) si cele carteziene (z,y, z) exista

relatiile (Fig.69):

a = pcosl p=Vrl+y?
y =psinl si 0 = arctgt

5y o~

>y —
~ — & ~ = &
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126 CAPITOLUL 6. COORDONATE CURBILINII

Cu notatiile de la coordonatele curbilinii generalizate avem :

QIZPaQQ=0)93=z

Fig. 69

—’
_f'=pc0507+psin97+z—l?; %:;—=c0807+sin()7
or’ ar -
6—;=—psin0?+pcos0?+07c+; —52—= k
Se obtine :
o7 o7 _ 0¥ oF _ 07 07
dp 00 ' 80 9z ' Bp BHz
Coeficienfii lui Lameé in coordonate cilindrice sunt :
8—9
H, = -5;— = Vcos?0 +sin%0 =1
or -
Hy = a0 | = \/pz(cos"’ﬂ +sin20) =p;, Hy =1

Elementul de arc in coordonate cilindrice cu (6.2)este :

ds? = dp? + p2d#? + dz?

Elementul de volum in coordonate cilindrice (6.3)este
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dV = pdpdfdz

Coordonate sferice

Intre coordonatele sferice (p, 0, ) si cele carteziene (z,y, z) exista

relatiile:
p=vVr2+y?+2?

z = pcosf singp
y = psinfsing si 0 = arctg
Z

2=pcosy P = RRGGOK ey

Cu notatiile de la coordonatele curbilinii generalizate avem :

hd

N

Fig. 70

q=p,@=0,¢p=¢

T =pcosfsingp i + psinfsing j + pcosp k

o7 67 L
—— = —— =sinpcosf 1 +singsind j +cospk
oq op

97 0_, B B )
%;jzﬁg_z—/)sinwsinUi + psingcosl 3 +0k

(()_l.’ 0? — . -— . —
—— = —— = pcoslcusp i + psinfcosp j —psinp k
()q;; (’)'*9
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Se obtine :

oF o _ 07 o7 | o7 oF
dp 80 ' 8 By "8p By
Coeficien}ii lui Lamé in coordonate sferice sunt :

=0

H, =' %;— '= J‘inz‘P(cosao +5in20) + cos 2p =1

Hy =| %% = \/p2 sin 2p(cos 20 + sin20) = psiny

Hy = P
Elementul de arc in coordonate sferice cu (6.2)este :
ds® = dp? + p?sin2pd0? + p2d?

Elementul de volum in coordonate sferice cu (6.3)este :

dV = p?sin pdpdidy

(]

6.3 Operatori diferentiali in coordonate
curbilinii ortogonale.

Pentru a putea utiliza coordonatele curbilinii , trebuie sa determinam
expresiile gradientului , rotorului , divergentei gi operatorului lui Laplace
in aceste coordonate .
Gradientul grad ® in coordonate curbilinii ortogonale : ¢,,4), 93
Cu proprietatea :

gradF(p) = F'(p)grady

rezulta :
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o P oD
gradql(q,,qg,qg) = a—ql grad 3] + ;,E; grud q2 + :—“‘ _(]7'(1([ q3

g
Dar:
mwm=ma=ﬁan=uzu (6.4)
deci: '
¥ ad{giste4s) = 1 09 . 1 09 1 0®

in coordonate cilindrice avem :
od 100 P

0,z) = —— 0% T oz
grad®(p, 0, z) apel+p a0t

iar in coordonate sferice avem:

1 0P . 109

0P
grad®(p,0,¢) = -1 + s
dJdp

T L BT
p sing M0 ¢ p oy

0

Rotorul rotV , in cazul coordonatelor curbilinii ortogonale : ¢, ¢, ¢3
Fie :

V =Wiel + Vaes + Viey

Avem:

rotV = rot(Vier) + rot(Vyey) + rot(Vaey)

adica :

'rotv = grad Vi x €] +Virol ¢] +grad Vax ey +Varot €3 +grad Vax ey +Varot ¢,
(6.5)
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Pentru a calcula rot € , tinem seama de relatia ( 6.4) .
Dar :

rot grad ¢; =0
1,
rot grad ¢; = rot(ﬁ €)
i

Urmeaza ca :

k3

’—ll:rot?.-'+grad . xe =0
din:
rad—l——-—l— rad H; ; i ={1,2,3}
g H; = ”.2 g9 iy 8 =114,4,
rezulta :
rot €; = i grad H; x & ; i={1,2,3} (6.6)

Urmeaza ca :

-9 — V|
Vi rote; +grad V; x ¢ =71—y-radH.-xE,-’+gradV.-x'e_"a

= (% grad H; + grad Vi) x ¢ = %grad(VJh) X € ; i={1,2,3)
Introducand in expresia lui rotV din ( 6.5) obginem :

3
rot V = g_‘{ Hllgrad(Vﬂ'l;) X &

0

Divergenta divV , in céordonate curbilinii ortogonale: ¢;,¢;, ¢

Fie :
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V =Vi&r + Vaes + Vaes

Avem:
divV = div(V,&7) + div(Va3) + div(V3&3)
adica :
divl_/':-gradV]-e—,’ + Vidiv €] + grad V, - &5 + (6.7)

+Vadiv €3 +grad V3-e;3 + V3 dive;

Pentru a calcula div e; , tinem seama de relatiile:

—
6]=—€_)

2)(?;; €

-, = — =
, € = €3 X €

1, €3 = € X €

de unde :

dive =V -(eg x €3) =r0ot €3 - €3 —rot €3 - €

Dar cu formula ( 6.6 ) avem :

1 1
div €] = €3 ~ﬁ;(grad Hy x &) — ¢ - Hs(grad Hjz x ¢3)

— 1 1
div €; = (€3 x €3) —Tg7ad H)Jrﬁg?ad Hsy
i1y

div e] = (ey X e3) - AT, grad(HyHj)
2113

adica :

: omy o= L
div e = e - HZHsgmd(HzIIJ)
Prin permutari circulare obtinem :

. sl y—
div eqg = ey -

1
m ”’lﬂm (M Hy)
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132 CAPITOLUL 6. COORDONATE CURBILINII

1
dive = e3 - AT grad(H, H,)
2 H,y

Introducand in expresia divV din ( 6.7) obtinem :

dw ‘7

Vo
e - grad(HyHs) + T ;13 e - grad(H, Hy)+

i12

+o g €8t grad(HyHy) +grad Vi & +grad Vo & +grad Vs &
1412

divV =& |77 9rad( Hy Hy) + gradVy)
+e€ - H—:’}{—sgrad(Hl H3) + gradVa| + ==
€5 - | g grad(Ha Hy) + gradVy

divV = L= - grad(HoHyVi) + 7 €5 - grad(HyHy Vo)1
+m€3 - grad(Hy HyV3)
GV 1 [orad(HyHgh) - HyET + grad(HyH\Vy) - Hy e+
wV = -
Hy Hy Hy +grad(HyHiVa) - Hyeg |
Dar:

(i U
grad @+ ql(llt“)
12 Dy,

4

0
grad q, +

— T
Hyey - grad® = Hyel - (= 9

g

san ntilizand (6.4) se obtine :

o 1 ., o0d 1 ., ab 1 LD

g gradd = Higr e == & +o— = o7 4 £y — s
I =) s hoE {l)lll ’I| = 'l)q'l Il'z “ ()115 II‘ ! ‘)11|

¥

Utnieaza ca deo' Vo coordonate curbilinii ortogonale este.
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0 a
(H2H3Vy) + —(H1H3V2) + ﬂ(ﬂlﬂzv;;)

divV e ——1——— —8—
0q2

H;H2Hj3 |0q:
]

Operatorul lui Laplace in coordonate curbilinii ortogonale: g, gy, g3
Operatorul lui Laplace a fost definit astfel :

AP = div grad® =V -V

Dar:

o1 _, 9 1 _, 0% 1 _,
radd = ———e +— — e+ — — €
9 Bql H] : 6Q3 f[z * 8(]3 113 4

Se aplica acestui vector divergenta unde:

_oe1 o, 021 . 0% 1
'“8q H, ' " 0g Hy ' ' Ogs Hy
Obtinem:
Ao L [0 HaHi0e o Minsoe o M 00
H;H2H3 |0q1 Hi O0q1”  O0q2° Ha Oq2° Oqs° Hsz dqs
0O

Pentru coordonatele cilindrice :
Q=p; @=0,;q=:2
coeficientii lui Lame sunt :

I‘ll=1, /’{2:/), H3=1

gi pentru laplacian avem exprimarea urmatoare :
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134 CAPITOLUL 6. COORDONATE CURBILINII

6 BCI) 3 13(1) o 0P

adica :

10, 08, 18%® &®
Al =5t Y o t o

Pentru coordonatele sferice :

Q=r;@Q=0;,@a=¢p

coeficientii lui Lame sunt :

Hy=1; Hy=r sinp; Hy=r

si pentru laplacian avem exprimarea urmatoare :

1 a,,. 09 0o, 1 0% d 0P
Aéﬁ—r?sintp g(r sm‘”ﬁ”a (sm<p00)+8 (s ntp,)‘p)
adica

2 ; g
AQ:lg(r2_a_§i)+ 1 _o°® 1 9 ‘_3_‘2)

r20r" Or’  r2sing 062 ta sin (')_«p(sm e Oy
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