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Capitolul 1

ALGEBRĂ VECTORIALĂ

1.1 Introducere
In studiul științelor naturii apar în mod frecvent două feluri de mărimi: 
scalare și vectoriale.

Mărimile scalare, sunt bine determinate prin cunoașterea unui sin­
gur număr real care exprimă măsura scalarului în raport cu o unitate.

Exemple: lungimea unui segment, aria unei suprafețe, volumul unui 
corp, masa, densitatea, lucrul mecanic, etc.

Spre deosebire de acestea, mărimile vectoriale pentru a fi determi­
nate mai au nevoie în afara măsurii intensităților și de alte elemente.

Definiție. Numim vector un segment de dreaptă ale cărui capete 
sunt considerate într-o ordine dată. Elementele caracteristice ale unui 
vector sunt:

• direcția - dată de dreapta suport
• sensul,
• modulul sau mărimea adică lungimea segmentului și
• originea.
Dintr-un segment elementar AB  se pot construi doi vectori: AB  și 

BA.
In notația vectorului prin două litere și o săgeată deasupra lui AB, 

prima literă indică originea, iar cea de a doua extremitatea vectorii- -- ♦ - -♦
lui.Modulul vectorului AB  se notează AB și el este un scalar.
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2 CAPITOLUL 1. ALGEBRĂ VECTORIALĂ

In anumite cazuri pentru simplificarea scrierii, vectorul se notează —► —> • — » 
printr-o singură literă cu săgeată deasupra: V, a, iar modulul: |V|, 
|a |.

In mecanică: forța, viteza, accelerația reprezintă exemple de vectori. 
Vectorii se împart în următoarele trei clase:

1. Vectori ficși sunt vectorii cu toate cele patru caracteristici fixe.

2. Vectori alunecători sau glisanți sunt vectorii care au modulul, 
direcția și sensul fixe iar originea se poate deplasa de-a lungul 
dreptei suport.

3. Vectori liberi sunt vectorii care au modulul, direcția și sensul fixe 
iar originea poate fi considerată în orice punct din spațiu.

In tot ceea ce urmează vom studia numai vectorii liberi.
Doi vectori se numesc paraleli dacă au aceeași direcție.
Doi vectori se numesc egali sau echipolenți dacă au același modul, 

aceeași direcție și același sens.
Doi vectori se numesc opuși dacă au același modul, aceeași direcție 

și sensuri opuse. Opusul vectorului V îl vom nota — V-
Se numește vector nul, vectorul care are modulul egal cu zero, iar 

direcța și sensul nedeterminate.

1.2 O p era ții cu vectori.
Adunarea vectorilor
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1.2. OPERAȚII CU VECTORI.

Fie Vi și V-2 doi vectori dați.Cu originea intr-un punct O din spațiu 
—» —♦ —♦

construim  vectorii egali cu vectorii V\ și V-2 . Sum ă a vectorilor Vi și 
V2 este vectorul O A  (Fig.2) și notăm

V 1 T V2—O A  (11)

Acest mod de sumare se numește regula paralelogram ului.
Putem  însă proceda și altfel: cu originea în punctul O construim

Se observă că în acest caz vectorul suma Vi +  V2 este vectorul 
cu originea în originea primului vector și extrem itatea în extrem itatea 
celui de al doilea vector. Cu alte cuvinte vectorul suma este vectorul 
care închide linia poligonală construită cu cei doi vectori.

Acest al doilea procedeu permite suinarea mai multor vectori dintr-o 
dată.

— ♦ 11 —♦

Fig.4

P rop rie tă țile  adunării vectorilor
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



4 CAPITOLUL 1. ALG EBRĂ VECTORIALĂ

1- Vi + Vi=Vz + Vi (comutativitatea). Această proprietate rezulta 
din însăși definiția sumei.

2. Vi +(Va + VV) = (Vi +  V£)+ V3 (asociativitatea)

Demonstrația acestei proprietăți se poate face grafic pe Fig.5.

Observație. Suma a doi vectori paraleli Vi și Vi este un vector, care 

are aceeași direcție cu vectorii Vi și V2 și unește originea primului vector 
cu extremitatea celui de-al doilea vector.

+ ^2______ _______ — vj + î
Fig.6 * '  Fig.7

Dacă Vi și V2 au același sens atunci:

Vi + V2 Vi +  v2

Dacă Vi și V2 sunt de sens contrar și Vi > Vi atunci;

Scăderea a doi vectori
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1.2. O PE R A Ț II CU  V EC TO R I. 5

Diferența (Fig.8) a doi vectori înseamnă :

î nm ulțirea dintre un scalar și un vector.
D efin iție . Se numește produs dintre scalarul a și vectorul V un alt 

vector notat a V  care are aceeași direcție cu V, același sens cu V  sau 
sens opus după cum a este pozitiv sau negativ, iar modulul este dat de 
relația:

|a v |  =  |a | |v | (1.3)

P roprietăți ale înm ulțirii dintre un scalar și un vector.

1. (a + b) V= a V  + bV
Demonstrație, Considerăm scalarii a și b pozitivi. Vectorii

a V , b V ,(« + 0  V

au toți aceeași direcție și sens cu V (Fig.9). Deci vectorii a V +b V și 
(a + b) V au aceeași direcție și același sens. Apoi, vectorii a V  și b V 
fiind paraleli și de același sens, rezultă: |a V +b v | = |a v | + v | = 

<i |l ' |  + b |\'| — (a + b) |y  =  |(<i + b) lz | . Dacă a și b nu sunt amândoi 

pozitivi demonstrația se face in mod analog.
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6 C A P IT O L U L  1. A L G E B R Ă  V E C T O R IA L Ă

2. a ( V i +  Va) — a V i  4-a Va
Demonstrație. Presupunem a > 0.Paralelogramele construite pe vectorii V i , Va , a  V i  și aVa(Fig.9) sunt asemenea deoarece avem:

OA\
O A i

a Vi
V i

Rezultă că diagonalele O  A  și O  A  , sunt paralele, adică vectorii V 1 +  V2

a V i 4-a Vz au aceeași direcție.Insă vectorul V i 4- Va are aceeași direcție cu vectorul a(V i +  V2) și scalarul a fiind pozitiv, vectorii a(V i 4- Vz) și a V 1 4-a Vz au același sens. Avem de asemenea: 
O A '
7M

a V 1 4-a V2
V 1 4- V2 V i 4- Vz

=  a
adică: a V i 4-a Vz ~  a Vi +  Vz3. ațb V) =  (afe) VDemonstrația se face fără nici o dificultate având în vedere pro­prietățile numerelor reale.

Descompunerea unui vectora) Descompunerea unui vector după două direcții concurente din 
același plan.Din extremitatea A (Fig.10) a vectorului V  se duc paralele la dreptele (△1), (A 2) Pe  rare le întâlnesc în punctele Aj și A 2 .

Se consideră vectorii O A i — Vi > O A z —Vz . Rezultă V = V i  4- Va- Vectorii V i și V  a s e  numesc componente vectoriale ale vectorului V  față de direcțiile (A i) și (A-a).
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.2. O P E R A Ț II C U  V E C T O R I. 7

b) Descompunerea unui vector după trei direcții concurente necoplanare. Din extremitatea A (F ig .ll)  a vectorului V  ducem o paralelă la dreapta (△3) până intersectează planul format de ( A J  și (A2) >n  A  .Din A  se duc apoi paralele la (A i) și (A2) pe care le întâlnesc în A j și A%. Considerăm vectorii O A I= V I ,OA2=V2 OA-\=V$.

Fig.10Rezultă: V = V i +  V2 4- V3
VersorulVersorul este un vector având modulul egal cu unitatea. Prin versor al unui vector înțelegem versorul care are aceeași direcție și același sens cu vectorul dat. Versorul vectorului V  este dat de relația:

vers V = (1.4)

Coliniaritatea a doi vectoriDoi vectori se numesc coliniari dacă sunt situați pe aceeași dreaptă suport. Pentru vectorii liberi noțiunea de coliniaritate coincide cu noțiunea de paralelism.
Propoziție. Dacă vectorii V i , V2 sunt coliniari atunci între ei există relația: a  V i + #  0unde a  și fi nu sunt nuli simultan.
D emonstrație. Avem: vers V i = IR

I
V\ Șl vers V 2 =  p r r  V ?  Și
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8 CAPITOLUL 1. ALGEBRĂ VECTORIALA

vectorii fiind coliniari rezultă: vers Vi =  ±  vers V2 adică:

1
Vi= ± — V?

I

Vi V2

Fie o = Ț4~T și 0 = ±pr-riezultă: a  Vi +/3 V2— 0
|v ,| |v2 |

Propoziție. Dacă intre doi vectori Vi și V2 există relația

a Vi +0 V 2= 0 (1.5)

atunci vectorii sunt coliniari.
Demonstrație. Vectorul a Vi este coliniar cu Vi, iar vectorul -~[i V2 

este coliniar cu Vi- Cum a V 1— — 0  V2 rezultă că vectorii Vi și V2 
sunt coliniari.

Observație. Dacă doi vectori Vi și V2 sunt coliniari atunci există un 
scalar a astfel încât V i= a V2 •

Coplanaritatea a trei vectori
Propoziție.Dacă trei vectori Vi , V2 și V3 sunt coplanari

atunci există trei scalari o,/4, 7 nu toți nuli astfel încât.

a Vi +0 V 2 +7 V3= 0

Demonstrație. Vectorii Vi, V2, V3 fiind coplanari (Fig. 12) putem de 
exemplu descompune pe Vi după direcțiile vectorilor Vj lz ;n Avem: 
V!=IV2 4 IV,
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1.2. OPERAȚII CU VECTORI. 9

Insă W-2 este coliniar cu V2 ȘÎ în baza observației de mai sus există 
un scalar astfel încât V2 ■ Analog obținem Wa= V3 .
Deci:

-» (3 -> y  -»
Vi= - -  V2 - -  V3 a a

de unde deducem relația din enunț.
Propoziție. Dacă între trei vectori Vi, V2, V3 există relația:

a  V, +(3 V2 +7 V3 = 0 (16)

atunci vectorii sunt coplanari.
In baza definiției sumei vectoriale, vectorul:

-* 0  -  7 -
Vi =  - -  V2 - -  V3 a a

este situat în planul vectorilor: V2 V3 adică în planul vecto­
rilor V2 ȘÎ V3-

Proiecția unui vector pe o axă
Prin axă înțelegem o dreaptă pe care s-a stabilit un sens pozitiv de 

parcurgere a punctelor sale. Vectorial o axă este caracterizată de un 
versor.

Fig.13
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



10 CAPITOLUL 1. ALGEBRĂ VECTORIALĂ

Numim unghi, a doi vectori Vi și V  2 unghiul mai mic sau egal cu 

7T format de sensurile lor pozitive pe care-1 notăm  astfel (Vi.V-j) - Fie 
vectorul A B —V  și axa (A) de versor u  (Fig. 13).

D efin iție . Numim proiecție a vectorului V  pe axa (A) un scalar 
egal cu produsul dintre modulul vectorului V  și cosinusul unghiului 
format de V  cu axa (A). Notăm:

p r (A ) F =  V  cos(V, (A)) sau p-ru. y = V  cosțV , u ) (1.7)

Se observă că proiecția unui vector pe o axă este un scalar pozitiv 
sau negativ, după cum unghiul 0 = ( y , (A)^ este cuprins între 0 și 

|  respectiv între |  și 7r.
E xpresia  an alitică  a vectorilor
Să considerăm trei drepte(A j), (A2), (A3), concurente, ortogonale

Orientăm aceste drepte cu ajutorul vectorilori ,  j ,  k , a s tfe l  m e a t  

triedrul O( i , j  , k )  să fie direct, adică un observator situat, de a lungul 
versorului k cu capul in sensul lui k să observe suprapuneiea vei soi ului 
i , peste j  , de la dreapta spre stânga după un unghi de 9(1° Figura 
geometrică astfel construită se numește reper cartezian ortoyonal.

Să considerăm un reper cartezian ortogonal și un punct M în spațiu 
(F ig.15).

Vectorul O M  se numește vector de poziție al punctului M Descom­
punem vectorul O M  după direcțiile axelor ()x , Oy, Oz.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.2. OPERAȚII CU VECTORI. 11

Obținem: OM=OM i + OM2 + OM$ . Insă OM ] fiind coliniar cu 
i există un scalar x astfel încât OM\ — x i . Analog pentru OM 2 și 

OM3, OM 2 — y j , OM$— z k ■ Vectorul de poziție va fi:

OM= x i +y j  +z k

Descompunerea astfel obținută se numește expresia analitică a vectoru- -- ►
lui OM. Scalarii x ,y ,z  se numesc coordonatele punctului M și notăm 
M (x,y ,z). Fiecărui punct M din spațiu îi corespunde în mod biunivoc 
un triplet ordonat de numere reale, coordonatele punctului M (x,y,z).

Să considerăm acum un vector oarecare V în spațiu determinat de 
coordonatele extremităților sale A(xJ , Î/ I ,Z ]) , B(x2 ,y2 ,z2) (Fig.16)

Avem: V=AB  dar AB =OB — O A
Insă OA= Xj i +yx j  k , OB= x2 i +y2 j  +z2 k
Deci: V= (x2 -  i +(y2 ~ J/i) j  +(^2 ~ -?i) k',
sau notând X  — (x2 — Xj); Y  — (y2 — 7/1); Z = (z2 — Zj), putem 

scrie:
V— X i +Y j  +Z k

Fie doi vectori Vj, V 2 dați prin expresiile lor analitice:
Vi= xi z +y} j  +zi k și V2= x2 i +y2 j  +z2 k

1. Dacă Vi=V2 , atunci ,C| i j + Zi k= x2 i +y2 j  +z2 k

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



12 CAPITOLUL 1. ALGEBRĂ VECTORIAIA

ceea ce este echivalent c u i )  =  x 2 , j/i =  y2 , Z\ — z2 .2. Dacă V i =  a V2 atunci xi =  ax2 , t/j =  y-2, Zi — az2 .3. Dacă Vi || V2 atunci există un scalar a  astfel încât V i =  OL V2 , 
X I =  a x 2 , yi =  ay2 , zi =  az2 de unde deducem:

£1 =  =  £1X2 î/2 z2

—♦ —♦ ~ '  ~~+4. Dacă V = V i  +  V i  §i notăm V  =  x  i + y  j  + z  k atunci deducem:
X i + y  j  + z  k =  ( î l  i + y i j  +Z1 k) +  (x2 i + &  j  + z 2 k)
x  =  x i +  x 2 , y  =  y i + y i ,  z =  Zi +  z2 .Mai general dacă avem Vp =  x p  i + y p j  + z p  k cu p € { 1 ,2 ,.,., n} n vectori și construim suma:

P= Iatunci obținem: n n n
x ~ 52 y = 52 ypf = 52Zp P= I P= I p=i

— — ♦Insă: x =  pr :  V  și x p  =  pr^ V P cu p € {1 ,2 ...........n}.—♦ n —♦Deci: p r -  V =  £  p r -  V v‘ p=i •sau încă:
(n  A n
E V P * 52?r7 V PP= I / p=iAnalog pentru celelalte axe. Mai general mai putem scrie:

/  n __A
p r (A) 5 2  M  

\p=i /

n
=  Y , P ' \ S ) V P  ( l .« )

P=1unde (△) este o axă oarecare. Am obținut astfel:
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.2. O P E R A Ț II CU V E C T ORI. 13
Teorema proiecției

Proiecția unei sume vectoriale pe o axă (△) este egală cu suma proiecțiilor vectorilor pe axa (△) .
R aportul în  care un punct îm parte un segm ent dat.

Coordonatele unui punct M(x,y) care împarte un segment Mi M i 
într-un raport dat X .Fie: =  X adică M\M =  X M M 2 (Fig. 17) de unde deducem că:

M \ M =  X M  M 2 . Insă:
M t M =  (x -  xi) i + (y  -  ?/i) j  +(z -  zj) k

M  M 2 =  (X 2 -  x) i +(y2 -  y) j  +(z2 -  z) kși înlocuind în relația de mai sus :x -  x ( =  A(x2 -  X ); y - y i  =  X(y2 -  Î/); z -  ZJ =  A(z2 -  z)
X j +  AX 2 2/1 +  AJ/2 2 i +  AzX = ------------ ; y =  ------------ • Z  = ----------1 +  A J  1 4 -A ’ 1 4 -A (1.9)In particular coordonatele mijlocului unui segment sunt:

Fig 17

(110)

i
Fig. 18
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14 CAPITOLUL 1. ALGEBRĂ VECTORIALA

1.3 Produsul scalar
Definiție. Produsul scalar a doi vectori \ \ ,  Vi notat V  Vi , este un 
scalar egal cu produsul modulelor vectorilor prin cosinusul unghiului 
format de cei doi vectori.

I4-V2 =|V1||V2 | COS (1.11)

Proprietăți ale produsului scalar
1) Produsul scalar este nul în următoarele situații:
a) Vj= 0 sau Vi= 0 sau Vj= 0 și Vi= 0

b)

însă cos{V\, V-i) =  0 = >  cosțV, V?) — |
Deci, condiția necesară și suficientă ca doi vectori să fie ortogonali 

este ca produsul lor scalar să fie nul.
2) Putem scrie (Fig.18) : Vj-Vi= V (|Hcos a ) adică:

Se deduce că :

(1.12)

(1.13)

Concluzia: Produsul scalar a doi vectori este egal cu produsul dintre 
modulul unuia din ei și proiecția celuilalt pe el.

In particular dacă Vi=u, unde u este versor ( |u | =  1), obținem:

V  !• u=  Vi cosa.
Adică: proiecția unui vector pe o axă este egală cu produsul scalar 

dintre vectorul dat și versorul axei.

P1 u V=V-u (1.14)

3) Vt - V2 = Vi • V  (comutativitatea)
4) V]- (Vi + Vi) — VrVi 4- V  Vt (distributivitatea produsului scalar 

față de suma vectorială).
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.3. P R O D U S U L  S C A L A R 15

Demonstrație. Avem succesiv:

5) (a V 1) . ( 6 V 2 ) =  (a5)(I4-V2 )

=  Vi (p r  7  V2 +pr 7  V3 ) \  n vi /
( p r -  V3 )  =Vi-V2 +  Vv V3 
\  VI /

D em onstrația se face fără nici o dificultate. Se deduce că

(1.15)

E xp resia  an a litică  a produsului scalar.
Mai întâi să observăm că:

i • i —J • j  — k ■ k=  1
i ■j = j  • k = k • i = 0

Fie: V]= X i i +Y] j  + Z } k  și V2=  X 2 i +Y2 j  + Z 2 k 
Avem succesiv:

Vj.V2 =  (Ai i 4-Vi j  + Zi k ) • (X 2 i +Y2 j  + Z 2 k)

Vr V2 =  (Xj i +Yi j  + Z\ k ) • (X 2  i ) 4- (Aj i 4-Fi j  4-Z\ k)-

•(Y2 j )  4- (Xj i 4-Vi j  4-Zi k ) ■ (Z 2 k )

Deci:
Vv V2 = X xX 2 + Y} Y2 + Z } Z 2 (1.16)

In particular pentru Vi=V2 = V =  X  i + Y  j  + Z  k  avem: V'-V= 
X 2 4- Y 2 + Z 2 deci

V  = yJX'1 +  P  4- Z 2 (1.17)

Aplicație. Să calculăm distanța dintre două puncte (X i, V), Z i) și 

A/2 (X 2) Y2 , Z2 ). Avem: AfiM2 =  (A 2 —X i) i 4-(Y2 —V ) j  4-(Z2 — Zj) k 
de unde:

A M /2 =  / ( X 2 -  X1)2 +  (Y2 -  r , ) 2 4- (Z2 -  Z1)2 (1.18)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



16 CAPITOLUL1. ALGEBRĂ VECTORIALĂ

Din definiția produsului scalar a doi vectori deducem:

cos v i, v2 =  ~ —— 
\  /  im im

care are următoarea expresie analitică:

( c T c A  X ^  + Y ^  + Z ^
V /  y /x î  + Y? + z ț y /x z  + r 2

2 + z 2

Pentru condiția de ortogonalitate a doi vectori avem:

V]± V2 < = >  X1X2 4- YyY2 4- Z1Z2 = 0

Dacă notăm cu unghiurile pe care le face vectorul V 
+Y j  +Z k cu axele de coordonate, atunci:

(1.19)

(1.20)

= x  i

cos a  cos V , i J y/x fl+Yi +Zi

cos£ =  c o s ( v j )  =

cos7  =  cos ( v  , k 1 =  T^rXi =

de unde deducem:

cos2a 4- cos2l3 4- cos2^  — 1

coso , cos/? , cos7 se numesc cosinușii directori ai vectorului
Versorul u al vectorului V  este:

“= 1̂1 TxnkrzT (A » +r i  fc)

u — cosot i +cos/3.j 4-COS7 k
(1.22)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.4. PRODUSUL VECTORIAL 17

1.4 Produsul vectorial

Definiție. Produsul vectorial a doi vectori Vj, V?, considerați în 

această ordine, este un vector notat V] x V2 , perpendicular pe vec­
torii V] și V2, orientat astfel încât triedrul Vj, V2, Vj X V» să fie direct 
(Fig.19).

Modulul este dat de relația:

x V2 Vt V2 s in ty ^ V J (1.23)

Proprietățile produsului vectorial
1) Modulul produsului vectorial este un scalar reprezentând aria 

paralelogramului (Fig.20) construit pe cei doi vectori.

O A x OA2
aria ^ OA Â-I

sin(Q A\, OAfi) 

~2~
De unde deducem: aria paralelogramului

■AoA^AA-t — | V) x V2 |. (1.24)

Pentru aria unui triunghi A B C  avem formula :

| A /îx /lC  |
A MU: — ------------Z----------- (1.25)

2) Produsul vectorial se anulează in următoarele situații:

• l । l) sau V2 = U sau l | —\ 2 —0.
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18 CAPITOLUL 1. ALGEBRĂ VECTORIALĂ

• sin^Vi, V2) — O =► = O sau =  7T

Criteriul de paralelism: Doi vectori sunt paraleli dacă și numai 
dacă produsul lor vectorial este nul.

• Vi x 14= — (V2 x Vi) (anticomutativitate).

Demonstrația rezultă din Fig.21.

• (a Vj) x (b V2) = (a6)(Vi x V2). Demonstrația se face fără difi­
cultate, considerând mai întâi cazul a > 0, b = 1 și apoi celelalte 
situații.

• Vi x(14 4- V3) =Vi x V-2 + Vi x V3 (distributivitatea produsului 
vectorial față de suma vectorială). v

2

Fig.22Fig.21

E xpresia  analitică  a produsului vectoria l

Pentru versorii axelor de coordonate i ,  j ,  k (Fig.22) avem:
«>

i x i = j  x j  = k x k=  0; i x j  = k, j  x k = i ,  k x i = j  .

Fie: Vi= Ai i 4-Yi j  VZi k și X2 i + V2 j  4-Z2 k 
doi vectori dați prin expresiile analitice.
Avem succesiv:

V]XU2= (X| i +ki j  -\-Z\ k) x (X2 i + Y% j  +Z2 k) =
= (A) i +V] j  -\~Z\ k) x (X2 i )  + (A) i +V] j  VZ\ k) x (Vj j ) +  
+ (X] i 4-Y'I j  VZ\ k) x (Z2 k)
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1.5. P R O D U S U L  M I X T 19

vfxv2= (Y} Z2 -  r2z,) i -(xtz2 - X2zt) j +(A',r2 -  X 2Y}) k
Expresia analitică a produsului vectorial o putem scrie în mod convențional

sub forma:

vfxV2=
i

X i

X 2

j  k 
Y, Z.
Y2 Z2

(1.26)

1.5 Produsul mixt

Definiție. Produsul mixt a trei vectori Vj, V2y V3, considerați în această 
ordine, este un sculai’ egal cu produsul scalar dintre vectorii Vt și V2 
x V3, adică:

(1.27)

Semnificația geometiică a produsului mixt

pr -  -
V 2 X V 3

=  A  • 1 = vp

Valoarea absolută a produsului mixt este egală cu volumul paralelip­
ipedului (Fig.23) construit pe cei trei vectori.

VP= Vr (V2 x V3 ) (128)

Fig.23
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20 CAPITOLUL 1. ALGEBRĂ VECTORIALĂ

Expresie analitică a produsului mixt.
Fie Vm = X m  i +Ym  j  + Zm  k , m  E {1,2,3} trei vectori dați. 

Avem succesiv :

Vy (V2  x V3 ) =  ( 7  + F , 7  + Z . k
i j  k 

A 2 F2 z 2 
x3 F3 z3

sau :
X ,  F  Zj
X 2 Y2 Z2
V 3 Y$ Z3

(1-29)

Proprietățile produsului mixt

1. Vi -(V2 x V3 ) =V2 -(V3 x Vi) =V3 .(Vj x V2 )

2. (a Vi) • [(6 V2 ) x (c V3 )] =  (aftc) • [Vj (V2 x V3 )j

3. V} -[V2 x (V 3 +  V3 )] = V r (V2 x V3 )+  Vx -(V2 x V3 )

4. V  (V2 x A F 2 ) =  0 ,A e R

5. Trei vectori Vi, V2 , V3 sunt coplanari dacă și numai dacă pro-
dusul mixt este nul, adică:

X1 Fi Z x
X2 Y2 Z2 = 0  (1.30)
X 3 F3 Z3

1-6 Dublul produs vectorial

Definiție. Dublul produs vectorial a trei vectori Vi, V2 , V3 considerați îf 

această ordine, este un vector V dat de egalitatea: V —Vi x(V2 x V-j)
Vectorii Vj, V2 , V3 fiind dați, construim un reper cartezian ortogonal 

particular (Fig.24 ) luând drept axa Ox axa determ inată de V2 a P°> 
în planul determ inat de V2 și V3 .
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1.6. DUBLUL PRODUS VECTORIAL 21

Față de acest reper vectorii au următoarele expresii analitice :

V]= X] i 4-Y] j  +Z\ k\ ^2= X 2 i ; V}= X 3 i +Y3 j

Avem succesiv :

v2 x v 3 = x 2 v3 k
v fx  (v2 x v3 ) =  (Xj 7  + y  ~j + z } k )  x ( x 2 r 3 7 ) =

=  — X iX 2 y3 j  +V iX 2y 3 i

Insă X 2 ^y3 j  

deci :

=  X 2 V3 - X 2X 3 i =  x 2 v3 - x 3 v2

Vi X(V2 X V3 ) =  - X i ( X 2 V3 - X 3 V2 ) +  Y ir3 v2 =  
=  (X )X 3 +  r i r 3 ) v2 - x ^  v3

Cum X ,X 3 +  Y } Y3 =V] ■ V3 ; XJX2 = VA -V2 deducem :

Vi x(V2 x V3 ) =  (V) • V3 ) V2 -(V i • V2 ) V3 (131)

egalitate care constituie formula de descompunere a dublului produs
vectorial.

Se observă că dublul produs vectorial este un vector coplanar cu 
vectorii l 2 și V-j.
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22 CAPITOLUL 1. ALGEBRĂ VECTORIALĂ

1. Care este condiția pe care trebuie să o satisfacă trei vectori 
a , b , c , pentru ca ei să formeze un triunghi ?

2. Să se demonstreze că medianele unui triunghi dat ABC  pot fi 
laturile unui triunghi.

3. Să se demonstreze pe cale vectorială teorema liniei mijlocii dintr- 
un triunghi.

4. Să se demonstreze pe cale vectorială teorema cosinusului.

5. Să se calculeze pe cale vectorială medianele unir triunghi în funcție 
de laturi.

6. Să se demonstreze pe cale vectorială că dacă o dreaptă este per­
pendiculară pe două drepte neparalele dintr-un plan atunci aceea 
dreaptă este perpendiculară pe plan.

7. Să se arate că într-un paralelogram ABCD în care O este punc­
tul de intersecție a diagonalelor și M un punct oarecare, avem, 
relațiile:

a) MĂ ■ MC= MO2 -

6) M B • MD= MO2 -
c)(MA  + AW) • (M C + MD) = 4MO2 -  BC2 
d)(M B + MC) ■ (MD + MĂ) = 4MO2 -  AB 2

8. Să se demonstreze pe cale vectorială teorema sinusurilor.

9. Se dau punctele A(1,0, a), B (—1,2,0), C(1,2, — 2), D(l, 2,4).Se cere: 
a) Să se figureze punctele A, B, C, D.
b) Să se afle perimetrul triunghiului ABC.
c) Să se calculeze unghiurile triunghiului ABC.
d) Să se calculeze aria triunghiului ABC.
e) Să se afle înălțimile triunghiului ABC.
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1.7. E X E R C I Ț I I 23

f) Să se determine versorul vectorului AB.

g) Să se determine proiecția vectorului AD  pe AB.
h) Să se afle volumul tetraedrului ABCD.
i) Să se afle distanța punctului D la planul ABC.

j) Să se calculeze vectorul AB x(A C  x AD)

10. Să se determine a astfel încât vectorii:

Vj =  3 i +ti j  —2 k
V2 = -  7  +4 j  +2 fc

V3 = 2 i +5 j  +6 k

să fie coplanari.

11. Să se arate că dacă c — A a -\-p, b, atunci a (b X c) = 0

12. Se dau punctele A (0,0,l), B(2,4,1). Să se determine un punct 
C,
situat în planul xOy astfel încât triunghiul ABC să aibă aria egală 
cu \/5u2 iar unghiul din A egal cu 60°.

13. Se dau puncteleA(0,1,1), B (2,1,3). Să se determine un punct 
C pe prima bisectoare a unghiului xOy, astfel încât triunghiului 
ABC să fie dreptunghic în A.

14. Se dau puncteleA(—2, —14, —5), B(10, —5 ,10),C(—11, —2,10). Să 
se arate
că vectorii O A, OB, OC formează muchiile unui cub.

15. Fie a și b doi vectori neparaleli și V un vector paralel cu planul 
format de a și b ■ Să se arate că:
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24 CAPITOLUL 1. ALGEBRĂ VECTORIALĂ

16. Să se demonstreze că trei vectori a, b, c , formează laturile unui 
triunghi dacă și numai dacă:

d x b= b x d=c xa

17. Să se arate că vectorii (VrVa) V  —(V3 • Vj) V? și V3 sunt ortogo­
nali.

18. In ce caz suma și diferența a doi vectori sunt vectori ortogonali ?

19. Să se calculeze (o 4  t )  X (a  -  b).

20. Știind că a= i -  j  4-2 fc; b— 2 i 4- să se calculeze: 

d • b - |  a x b |.

21. Să se demonstreze, vectorial, că înălțimile unui triunghi sunt con­
curente.

22. Să se demonstreze, vectorial, că medianele unui triunghi sunt con­
curente și să se determine vectorul de poziție al punctului de 
concurență.

23. Să se demonstreze, vectorial, că bisectoarele interioare ale unui 
triunghi sunt concurente.

24. Să se stabilească vectorial formula pentru cos (a 4 b) și sin(a 4* b).

25. Se dă o sferă cu centrul O, de rază R și P, P1 două puncte de pe 
sferă, diametral opuse. Să se arate că oricare ar fi punctul M din 
spațiu avem :

M P ■ MP' = MO'2 -  R2 .
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Capitolul 2

PLANUL ȘI DREAPTA

2.1 P L A N U L
Ecuația unui plan determinat de trei puncte

Fie M ^X k, yk, Zk) unde k E {1,2,3} trei puncte din spațiu. Ele 
determină un plan (P). Să mai considerăm în planul (P) un punct 
oarecare M (x ,y ,z ) .

Vectorii A/3 A/, A/3A/1, Af]A/2 sunt situați în planul P, deci:

A/3 A / • I A/3 M । x M 1M2 = 0

25
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26 CAPITOLUL 2. PLANUL ȘI DREAPTA

adică:
X -  X3
X1 -  x 3

y  -  2/3
y\ -  2/3

z -  z3
Z\ -  z3 =  0 (2.1)

X2 -  X3 2/2 -  2/3 Z2 ~  Z3

D eterm inantul din ecuația (2.1) provine însă din dezvoltarea următorului 
determ inant:

X y z 1
Xj 2/1 Z\ 1

=  0 (22)
X2 2/2 Z2

1
13 2/3 Z3 1

Relația (2.2) reprezintă ecu ația  planului d eterm in at de trei 
pu ncte.
Să considerăm cazul particular când punctele sunt situate pe axele de 
coordonate, adică AY](p,o,o), A/s (o, <7, o), A73 (o ,o ,r). înlocuind în (2.2) 
obținem:

x y z 1
P 0 0 1 = n
0 q 0 1
0 0 r 1

care dezvoltat ne dă:

qrx — pqr + rpy + pqz = 0 

sau încă:

p q r (2-3)

(2.3) reprezintă ecu ația  planului prin tă ietu ri p, q, r sunt tăieturile 
planului pe axele de coordonate. Condiția de coplanaritate a patru  
puncte A/jt(xfc, y^, Zk) unde k € {1,2,3} se obține din ecuația (2.2) 
înlocuind pe x ,y , z  cu s 4 ,î/4 ,z 4 . După o schimbare convenabilă de linii 
condiția de coplanaritate se scrie:

xi yi z x 1
X2 y2 z2 1
x 3 y3 z3 1
x 4 y4 z4 1

(2.4)=  0
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2.1. P L A N U L 27

E cu ația  generală  a planului

Dezvoltând determinantul din ecuația (2.2) după elementele primei 
linii obținem:

care poate fi scrisă sub forma :

î / i Zi 1 Zi 1 Xl 2/1 1 X l y \ Z\
2/2 Z2 1 • X — x? Z2 1 •2/ + X2 2/2 1 • z — X2 2/2 Z2
2/3 Z3 1 X3 Z3 1 X3 2/3 1 X3 2/3 Z3

= 0

Ax 4- By 4- Cz + D = 0 (2.5)

unde A, B, C, D sunt determinanții din ecuația anterioară cu sem­
nele lor.

Relația (2.5) reprezintă ecu ația  generală a planului.
Se observă că ecuația generală a unui plan este o ecuație de gr adul 

unu în variabilele x, y, z.
R ecip roc  : figura geometrică formată din mulțimea punctelor M(x,y,z) 

din spațiu ale căror coordonate verifică ecuația (2.5) este un plan. Intr- 
adevăr, fie Mk (xk , yk , zk ) unde k 6 {1,2,3} patru puncte oarecare care 
verifică ecuația (2.5) adică:

Axj 4- Byi 4- C z} 4* l) — 0
Ax? 4- By? 4- Cz? 4- D =  0
AX3 4- By3 4- Cz3 4- D — 0
AX4 4- By4 4- Cz4 4 -0  = 0

(2.6)

poate fi interpretat ca un sistem omogen de patru ecuații cu patru 
necunoscute A,B,C,D. Cum coeficienții ecuației (2.5) nu pot fi toți nuli, 
rezultă că sistemul (2.6) admite și soluții nebanale, deci:

Xi y\ z x 1
x? y? z? 1
X3 2/3 z3 1 
x 4 y4 z4 1

care este tocmai condiția de coplanaritate a celor patru puncte.

P lanul d eterm in at de un punct și un vector d irector .
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28 CAPITOLUL 2. PLANUL ȘI DREAPTA

Numim vector director al unui plan orice vector nenul perpendicular 
pe plan.

Fie Afo(xo, î/o, 20) un punct dat și V — A i + B j  +C k un vector —>
dat. Să determinăm ecuația planului determinat de Mo si V. Con­
siderăm un punct oarecare M (x,y ,z)  € (P). Vectorii V și MQM sunt 
ortogonali, deci:

V- M0 M=  0
adică:

A(x -  x0) + B(y -  ?/o) + C(z -  z0 ) = 0 (2.7)
care constituie ecuația planului determinat de un punct și un 
vector director. Dezvoltând obținem : Ax 4- By + Cz — (AXQ + Bya + 
Czo) = 0. Comparând această ecuație cu ecuația generală a planului 
(2.5), se observă că coeficienții variabilelor din ecuația generală a unui 
plan reprezintă componentele scalare ale vectorului director al planului.

Fig.27
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2.1. P L A N U L 29

Ecuații de plane în poziții particulare față de sistemul de axe.
Fie (P) un plan dat prin ecuația sa generală:

Ax 4- By 4- Cz 4- D — 0
—> —» * —*

având vectorul director V — A i + B j  +C k
Vom considera unele poziții particulare ale planului P față de sis­

temul de axe.
a) Dacă A = 0, atunci V= B j  4-C k și V-Lf , adică (P) || Ox și 

ecuația planului devine: By + Cz 4- D = 0. De aici deducem că dacă 
în ecuația generală a unui plan lipsește o variabilă atunci planul este 
paralel cu axa a cărei variabilă lipsește.

b) Dacă A — B — 0, atunci V — C k și Vi- xOy, adică (P) || xOy 
iar ecuația planului este Cz + D = 0. Deci dacă în ecuația unui plan 
lipsesc două variabile atunci planul este paralel cu planul format de 
axele celor două variabile.

c) Dacă D = 0, atunci O(o, o, o) € (P) și ecuația planului este

Ax + By + Cz — 0.

d) Dacă A = D = 0, atunci Ox 6 (P) și ecuația planului este 
By 4- Cz = 0.

e) Dacă A — B = D — 0, atunci planul (P) este paralel cu planul 
xOy și trece prin origine, deci (P) coincide cu planul xOy, iar ecuația 
sa este Cz — 0 sau z — 0. In concluzie avem : x = 0 ecuația planului 
yOz, y = 0 ecuația planului xOz, z — 0 ecuația planului xOy

Paralelismul, ortogonalitatea și unghiul a două plane.
Fie planele:

(Pi) : AjX + B}y 4- C\Z 4- D\ — 0 și 
(Pi) : A-jx 4- B2y 4- C^z 4- — 0

având vectorii directori:

Vj — /lj i 4-P] j  4-C'i k și
V>= A? i +B j, j  +C‘2 k
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(/?i) -L (P2) V2<=> A j A2 4- B\ B 2 4" C1C2 — 0
. — A i A 2 4- B i B 2 4- C1C2 COS ( P i , P 2 ) =  , ■ • - ■■■;^/A] 4- fî?  4- C i A 2 +  B 2 -L C ț

2.2 D R E A P T A
D r e a p ta  d e te r m in a tă  c a  in te rs e cție  a  d o u ă  p la n eDouă plane neparalele:(Pj) : A }X  4- B iy  4- C jZ  4- D i  =  0 și(P2) : A 2 x  4- B 2y  4- C 2 z 4" D 2 — 0determină o dreaptă (△), ale cărei ecuații sunt date de sistemul:

A }X  4- B iy  4~ C iZ  4" D i  — 0
A 2 x  4" B 2 y  4- C 2 z  4- D 2 =  0 (2.8)

Numim v e c to r  d ire cto r al unei drepte orice vector nenul paralel cu dreapta.

vectorii directori ai planelor ( P J  și (P 2 ) iar cu V  vectorul d irector
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2.2. D R E A P T A 31
al dreptei (△), din Fig. 28 se vede că: V —Vj X V2 adică:

i
Ai
A 2

j  k 
Bi Ci 
B2 C2

Dreapta determinată de un punct și un vector director.Fie M o(xo , yo, z0 ) un punct dat și V — l i + m  j  + n  k un vector dat. Să determinăm ecuațiile dreptei care conține punctul MQ și are pe 
V  ca vector director (Fig. 29).Considerăm pe (A) un punct oarecare M(x,y,z). Vectorii MQM  și V  sunt paraleli, deci:

x _ - x .  =  y - y .  =  z _ - z o  
l m n(2.9) reprezintă ecuațiile dreptei care conține pe M o și este 

paralelă cu vectorul V .Ca aplicație a ecuațiilor (2.9) să găsim ecuațiile unei drepte deter­minată de două puncte date Afi(x],7/i, Zi), M 2 (x2 ,y 2 , z2 ) (Fig.30).Putem lua:
M y M =  (x -  x j  i + (T/ -  yi) j  + (z -  z,) k

M } M 2 =  (X2 -  x i)  i + (y 2 -  yi) j  + (z 2 -  2i) kDar M iM  M iM 2 . Atunci, înlocuind în (2.9) obținem:
x  — xi y — Ui z — Zi . A .-------- -  =  - — —  = ---------  (A) (2.10)Z 2 -  Zi 3/2 ~ 3/1 22 -  21înlocuind în (2.10) pe x , y , z, respectiv cu x 3 , y3 , z3 obținem condițiile 

de coliniaritate a trei puncte M } , M 2 , M 3 :Z3 ~ Z i =  1/3 ~ yi =  23 -  ZjZ 2 -  Zi y2 ~ y t Z2 -  Z\Fie: — 1Z-7.EQ — )11 rni ni \ > /' (2-12)Ș-.£Q — K .7 J/o =  (A-»)» rna n*2 V 2/
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32 CAPITOLUL 2. PLANUL ȘI DREAPTA

două drepte având vectorii directori:
V j=  L i + m i j  + n i k (△])

V2 =  l2 i + rn 2 j  + n 2 k (A 2 )Avem:
( A ,)  II (A 2 ) V2 & <12 b2 c2

(2-13)

(△i) X  ( 2X2) <=> V] J_ V2<=> <ii<i2 4- bib-2 4- C}C2 =  0<11 <12 4" 1̂̂ 2 4" c l c 2

Condiția de coplanaritate a două drepteSă considerăm dreptele ( A J  și (A 2 ) de ecuații (2.12) având vectorii directori (2.13) și punctele A /j(xj,y i ,Z i ) ,  M 2 (x2 , y-i, z2 ) situate respectiv pe ( A ,)  și (A 2 ).Din Fig. 31 se vede că dreptele ( A J  și (A 2 ) sunt coplanare.dacă și numai dacă vectorii M i M 2 , Vi ,V2 sunt coplanari, adică dacă:
M I M2 -(VI x  V2 ) =  0 (2.14)Insă: A/|Â/2 =  (.<2 -  -< |) i +(y-2 -  yi) J  4-(Z2 -  -1) k
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2.2. D R E A P T A 33
Deci condiția (2.14) se scrie:

X 2  -  X]

a ,

<12

1/2 -  

bt 
62

2a —  2]

<-2

(2.15)
Egalitatea (2.15) reprezintă condiția necesară și suficientă ca dreptele (△i) și (Aa) să fie coplanare. Dacă dreptele (A j) și (Aa) nu sunt par­alele și condiția (2.15) este verificată, atunci (A]) și (A 2 ) sunt drepte concurente.

Unghiul dintre o dreaptă și un planSă considerăm o dreaptă (A) și un plan (P) de ecuații:
x -  x 0 _  y ~  yo _  z -  z0 

a b c
A x  +  B y  +  C z  +  D  — 0 (P)având vectorii directoriV(A)=  a  i Pb j  4-c fc; V(p)=  A  i +  B  j  + C  kNumim unghi dintre o dreaptă și un plan unghiul 92 format de dreaptă cu proiecția ei pe plan.

Alegând convenabil sensurile vectorilor directori Vp, ca în Fig. 32, avem:
C • y  \ (171 +  bB +  c C?  =  cos (■« -  =  cos ( V „ , +  +  +
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2.3 E X E R C I Ț I I
1. Să se scrie ecuația planului determinat de punctele A( —1, —1,2), B(3, —2, 1)

și C (0 ,l,2 ).

R : 2x — y 4- 9z — 17 =  O

2. Să se arate că punctele A(—2 ,0 ,0), B(0, — 4,0), C (0 ,0 ,4), £>(—2,1,1)

sunt coplanare.

3. Să se scrie ecuația unui plan care conține punctele 4 (  —1, 2, 2), B(3, 1, - 1) 

și este perpendicular pe planul: 2x — y — 4z 4- 1 =  0

R:x 4- 10?/ — 2z -  15 =  0

4. Să se scrie ecuația planului care conține punctul A (l, — 1, — 2) și 

este perpendicular pe planele:

2x — 2y — z — 1 = 0 ;  z 4 - 4 ? /4 - z 4 - l= 0

R: 2x — 3y 4- lOz 4-15 =  0

5. Să se scrie ecuațiile dreptei:

f x — 2y 4- 3z — 1 =  0 , . .
1 2x 4- y -  2z -  3 =  0

sub formă canonică (adică sub forma dreptei determinate de un 

punct și un vector director).
n  . x -1 _  y + 3 _  z±2

1 1  • 3 24 15

6. Să se afle punctul de intersecție a planelor

2x4-3y — z — 5 =  0 
x — 7y 4- 3z 4- 4 =  0 
6.T 4- y — 25 — 2 = 0

R: M (1, 2, 3).
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2.3. E X E R C I Ț I I 35

7. Fiind date planul (P ) 3a: 4- 5y — 2z — 6 =  O și dreapta

/A) a: + 3 = y ~7 = z + 2
1 ' 4 - 6  3

să se afle coordonatele punctului de intersecție.

R :  M (1 ,1 ,1 )-

8. Fiind date planul (P ) : 2x — y + 3z +  3 =  0 și dreapta

5a: +  7y — z — 37 =  0 . . .
z  4-Î/ + Z ~ 3 =  0

să se afle coordonatele punctului de intersecție.

R : A /(4 ,2, —3).

9. Să se determine punctele în care dreapta :

J i 4 - J / - z - 3  =  0
1 2x +  3 y 4- z -  5 =  0 1 ’

intersectează planele de coordonate.

R :  A4(4, —1,0), 7V(O,2,—1), P ( | , 0 , - | ) .

10. Să se afle dacă dreptele :

/  T 2  =  “ 4  =  (△ ■ )l  * 4  =  * 4  =  ¥  ( A 2 )
sunt concurente și in caz afirmativ, să se afle punctul de intersecție.

R : Dreptele sunt concurente în A4(l,2,3).

11. Să se scrie ecuația planului determinat de dreptele :

=  JZ =  i2 3 4d i  _  y 2 _. ।2 3 4

( A i )  ( △ 2 )
R : X 4- 2// -  2z -  1 =  0.
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36 CAPITOLUL 2. PLANUL ȘI DREAPTA

12. Să se scrie ecuația planului determinat de dreptele

1 ^  = 1 = ^  (Ai) =  T  (A 2)
R : 13rr — 7y — 5z — 23 = 0.

13. Să se determine numerele a și b astfel ca dreapta de ecuații : 

x — a y + 1 z — 2a (△)
să fie situată în planul x — 2y — 3z — 2 =  0
R : a = 0; b = —3.5

14. Să se scrie ecuația planului care conține punctul 4 ( —1,1,2) și 
dreapta de ecuații:

x — 1
2

y -  z  +  1

2 -1

R : x — y + z = 0.

15. Să se determine A astfel încât dreptele :

/  ^  = ^  = 1 (A>)l  4-’  =  ' r M  (A2)
să se formeze un plan și să se determine ecuația acestui plan.
R: A = 2; 5.r + 2y -  l lz  -  1 = 0

16. Să se scrie ecuația planului care conține punctul A(2,3,-l) și este 
pai alei cu dreptele :

R : x + y — z — 6 = 0.
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2.3. E X E R C I Ț I I 37
17. Să se afle proiecția punctului A (-1,3,3) pe planul x + y + z + 1  =  0.

R: 4 '(—3,1,1).18. Să se afle ecuațiile proiecției dreptei (△): =  izy-1 =pe planul (P) : 3z — 2y +  z — 4 =  0.
R J x +  y — z +  2 =  03z — 2y +  z — 4 =  019. Să se determine proiecția punctului 4(1 ,1 ,1) pe dreapta de ecuații 
x  — 2z — 1; y =  z +  2.
R :A '(l ; f ; l).20. Să se determine coordonatele simetricului punctului 4 (1 ,2 ,3 ) față de planul de ecuație: 2x +  y 4- z — 1 =  0
R : 4'(3,0,1).21. Să se scrie ecuațiile dreptei conținute în planul:
x  +  3y — 2z — 2 — 0, care se sprijină pe dreapta: x =  y =  z și este paralelă cu planul: 4x — y — z — 3 =  0.f i  . =  £__>

□  (  o22. Să se scrie ecuațiile dreptei care conține simetricul punctului 4 ( —1,0,1) față de dreapta : x =  y =  și este perpendiculară pe planul 2x — y — z — 1 = 0 .
. 5 x -4  _  5y-T 1 _  5 z -  1

23. Să se determine a  și (3 astfel ca dreapta de ecuații:=  ^^y^să fie situată în planul de ecuație: 
x — 2y — 3z — 2 =  0.R: «  =  0; 0  =
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38 CAPITOLUL 2. PLANUL ȘI DREAPTA

24. Să se scrie ecuațiile dreptei care conține punctul >1(2,1,1) și este 
paralelă cu planele:
f (P t ) : x - y + z + 2 = 0
|  (P2 ) :x  + j/ +  2 z - l  =  0

R :Dreapta este paralelă cu dreapta de intersecție a celor două 
plane:

V =N \ x N2 . Se obține:

25. Considerăm planul (P) : 3x + 5j/— 2z — 6 și dreapta (D) dată prin 
ecuațiile: — MpSă se arate că ele se intersectează și
să se afle punctul de intersecție.
R: A7(l, 1,1).

26. Se consideră punctul Af(l, 2,3), dreapta (D) : x — 2 = y = 2.Z + 1

planul (P) : x + 2y — 3z 4- 4 = 0.
Să se afle unghiul dintre dreapta (£>) și planul (P).

R: Unghiul este: cos (90° — 0) = I-VipG =

27. Să se determine ecuația planului ce conține dreapta (D):
=  ^ ș i  care determină pe axa Ox segmentul OM — 2. 

R: Punctul conținut de dreaptă este >1(2, —1,3) iar V (3, 5, 2), 

Planul (P) este determinat de punctele: A (2 ,—1,3), P(2,U,0) și 

vectorul director al dreptei V (3,5,2). Fie M (x,y, z) punct curent 

pe plan, AM, BA, sunt coplanari adică produsul mixt este: 
(M A ,B A , V) - 0 sau:

x — 2 y -h 1 z — 3
0 1 -3
3 5 2

= 0

(P) având ecuația: 17x — 9y — 3z — 34 = 0.
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Capitolul 3

CU APRIGE

O figură fo rm ată  d in tr-o  m ulțim e de puncte  M, ale căror coordonate 
( x ,y ,z )  verifică o ecuație  d a tă  de ordinul al doilea în x, y, z:

a t x 2 4- a2 y 2 4- a 3 z2 4- 2b\xy  4- 2b2 x z  4- 2b3y z  4- 2cjx 4- 2c2 y  4- 2c3 z 4- d t =  0

se num ește  su p ra fa ță  de ordinul al doilea sau cu ad rică .

3.1 SFERA
D e f in iț ie: Sfera este figura fo rm ată  de m ulțim ea punctelor M, care 
sunt situa te  la o distanță  constantă R  de un punct fix  Q num it centru.

P en tru  orice punct M al sferei are loc relația:

Q M 2 = R 2 (3.1)

In tr-un  reper cartezian  ortogonal centrul Q are coordonatele (a,b,c) și 
punctu l pe cerc M (x,y,z) atunci ecuația  (3.1) devine:

(x -  a)2 4- (y -  b)2 4- (z -  c)2 -  R 2 =  0 (3.2)

P en tru  d 2 4- b2 4- c2 — R 2 — d se obține:

x 2 4 y 2 4- z 2 -  2ax -  2by -  2ez 4 d =  0 (3.3)

E cuația  sferei este de gradul al doilea in x, y, z și deci este o cuadrică.

39
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-10 CAPITOLUL 3. CUADRICE

Penti u ca ecuația (3.3) să reprezinte o sferă reală trebuie ca a2 4- b2 4- 
c2 — d > 0. In cazul in care a2 4- b2 4- c2 — d = 0,sfera se reduce la punctul 
Q(a,b,c) centrul său. Dacă <i2 4-f>2 4-c2 —d < 0 atunci ecuația(3.3) nu are 
corespondent in spațiu, se spune că este ecuația unei sfere imaginare.

Observație: Ecuația (3.3) a unei sfere nu conține termenii în xy, xz, yz, 
din ecuația generală a cuadricelor și în plus coeficienții pătratelor vari­
abilelor sunt egali cu unu.

O ecuație de gradul al doilea de forma;

q(x2 4- y2 4- z2) 4- mx 4- ny 4- pz 4- d = 0

reprezintă o sferă. Pentru a — b — c — 0 în (3.3) adică centrul sferei 
coincide cu originea 0(0,0,0), atunci ecuația sferei este:

x2 4- y2 4- z2 = R2

3.2 ELIPSOIDUL
Definiție: Numim elipsoid figura geometrică din spațiu care este 

definită de o ecuație de forma:

îg. 33
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3.2. ELIPSOIDUL 41

Originea reperului este centru de simetrie al suprafeței, axele și 
planele de coordonate fiind axe și plane de simetrie. Punctele comune 
axelor de simetrie și suprafeței sunt punctele corespunzătoare vârfurilor 
elipsoidului: >l(a,0,0), fl(o,b,0), <7(0,0,c), /V(—a ,0,0), B'(0, —6,0), 
<7'(0,0,—c).

Un plan paralel cu planul xoy de ecuație z = h intersectează suprafața 
după curba:

j g + g = i-£
( z = h

care se proiectează pe planul xoy după elipsa:
2 2

(1 -  £ )  +

elipsă care există numai pentru valorile lui h, care verifică inegalitățile 
următoare:

—c < h < c
Rezultate asemănătoare se obțin studiind secțiunile suprafeței prin plane 
paralele cu planele yOz și zOx.

Se constată că elipsoidul este situat în interiorul paralelipipedului 
dreptunghic format de planele :

x = a; x — —a\ y = b\ y = —6; z = c; z = — c

și care se numește paralelipipedul axelor.
In cazul a = b ecuația (3.4) devine:

^ + 4-i=oa1 cl

și reprezintă un elipsoid de rotație, generat prin rotirea elipsei
y2 ^2

4- -  -  1 = 0; x = 0a2 c2

(3-5)

în jurul axei z'z.
In cazul a = b = c ecuația (3.4) devine:

2 , 2 , 2  2x + y 4- z = a

care este o sferă cu centrul în origine și de rază a. 
Concluzie: Sfera este un elipsoid particular.
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42 CAPITOLUL 3. CUADRICE

3.3 HIPERBOLOIZII
HIPERBOLOIDUL CU O PÂNZĂ

Definiție: Hiperboloidul cu o pânză este figura geometrică din spațiu 
definită de ecuația:

x 2 y 2 z2

+ ~1 = 0
a2 b2 c2 (3-6)

Axele și planele reperului sunt axe și plane de simetrie iar originea 
lui este centru de simetrie.

O secțiune printr-un plan paralel cu planul xoy este reprezentată de 
relațiile:

x 2 y2 
---- I- — 
a2 62 (3.7)
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3.3. HIPERBOLO1ZJI 43

Aceasta este o elipsă avand axele paralele respectiv cu x'x și y'y, drep­
tunghiul axelor având dimensiunile ;

2a' 2aJ — 4~ 1; 2b' — 2b\ - 4 - 1  V r*2 V r*2

Elipsa de secțiune există pentru orice valoare a cotei h și dimensi­
unile axelor ei cresc cu valorile lui h. Pentru h = 0 se obține elipsa de 
secțiune prin planul xOy.

al cărei dreptunghi al axel< are dimensiunile cele mai mici: 2a și 2b.
Din cele trei axe de simetrie ale cuadricei numai două intersectează 

suprafața, anume axele x'x și y'y , care au punctele comune cu suprafața 
A(a,0,0); B(0,6,0); A'(—a, 0,0); B '(0,—6,0). Secțiunile hiperboloidu­
lui cu o pânză prin planul yoz este hiperbola:

(3-8)

Vârfurile și B\ ,ale elipsei de secțiune (3.7) sunt situate pe această 
hiperbolă .

Concluzie ;Suprafața (3.6) se consideră ca figura generată de elipsa 
variabilă (3.7) care se deplasează paralel cu planul xOy sprijinindu-se 
pe hiperbola (3.8).

Dacă a = b, ecuația (3.6) devine:

și reprezintă un suprafața de rotație, geneiatâ prin rotirea hiperbolei

in jurul axei z'z.
H1PERBOLOIDUL CU DOUĂ PÂNZE
Definiție: Hiperboloidul cu două pânze, este fiyura geometrică din 

spațiu definită de ecuația:

(3 9 )

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



44 CAPITOLUL 3. CUADRICE

Planele paralele cu planele de simetrie xoy, xoz intersectează suprafața(3.9) 
respectiv după hiperbolele:

1 
।

1

/l2-  — — 1 = 0; z = h (3.10)c2

m 2
- —  - 1 = 0 ;  y = m  (3.11)cz

iar secțiunile prin plane paralele cu yoz sunt reprezentate de ecuațiile:
7/2 ~2 /  \

+  ( 3 1 2 )  cr \ az /

care sunt elipse pentru care dreptunghiul axelor are dimensiunile:

Aceste elipse există numai pentru valorile lui h care veiifică ine­
galitățile: /i < —a și h > a.

Axa de simetrie x'x intersectează cuadrica in punctele /!(«, 0, 0), 
A'(—a, 0, 0) care sunt vârfuri ale hiperboloidului cu două pânze. Hipei 
boloidului cu două pânze poate fi considerat ca generat de elipsa vari­
abilă (3.12) care se deplasează astfel încât planul ei să fie paralel cu yoz 
și să se sprijine pe hiperbola

x2 
a2

,2
r -  -  1 =  U; y = ()
c2
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3.4. PARABOLOIZII 45

care este secțiunea cuadricei (3.9) prin planul xoz .Suprafața este for­
mată din două pânze.

3.4 PARABOLOIZII
PARABOLOIDUL ELIPTIC

Definiție: Paraboloidul eliptic este figura geometrică din spațiu 
definită de ecuația:

x v— + -----2z — 0; unde (p > 0, q > 0)
P q

(3.13)

și admite axa z' z ca axă de simetrie. Secțiunile prin plane paralele cu 
xOy sunt elipsele:

x2 u2
— + — -  2/i = 0; z = h (3.14)
P Q

care există numai dacă h > 0 (în ipoteza p > 0,ș > 0), dreptunghiul 
axelor având dimensiunile :

2a = 2y[2hp ; 2b' = 2^2hq

care cresc în același timp cu h.
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46 CAPITOLUL 3. CUADRICE

In ipoteza făcută (p > 0, q > 0) suprafața are toate punctele ei in 
regiunea cotelor pozitive. Pentru 2 = 0, secțiunea se reduce la punctul 
O.

Secțiunile prin plane paralele cu cele două plane de simetrie xOz, 
yOz sunt parabolele:

x2 — 2pz 4- - — = 0; y = h 
q

i qh2
y — 2qz + -— = 0; x = h

P
Paraboloidul eliptic poate fi considerat ca generat de elipsa vari­

abilă (3.14) care se deplasează paralel cu planul xoy sprijinindu-se pe 
parabola :

y2 — 2qz = 0; x = 0
secțiunea paraboloidului prin planul yoz.

Dacă p = q, elipsele (3.14) sunt cercuri, ecuația (3.13) devine:

x2 + y2 -  2pz = 0 (3.15)

și reprezintă un paraboloid de rotație generat de parabola (3.15) printr- 
o mișcare de rotație în jurul axei z'z.

PARABOLOIDUL HIPERBOLIC
Definiție: Paraboloidul hiperbolic este figura geometrică din spațiu 

definită de ecuația:

x y------------ 2z = 0; unde (p, q > 0) p q (3.16)

și admite axa z'z ca axă de simetrie.
Planele xOy, yOz sunt plane de simetrie. Originea O fiind vârf al 

cuadricei. Presupunem p > 0, q > 0. Secțiunea suprafeței prin plane 
paralele cu xOy sunt hiperbolele:

x2 y2
----- — -  2/i = 0; z = h
p q

(3.17)

care există pentru orice valoare a parametrului h.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3.4. PARABO LO IZ II 47

Planele paralele cu cele două plane de simetrie intersectează cuadrica 
respectiv după parabolele:

x 2 — 2pz — - —  =  0; y = h
9

y 2 + 2qz — = 0; x = h
P

Hiperbolele (3.17), care corespund valorilor pozitive ale lui h, au vârfurile 
pe parabola :

x 2 — 2pz =  0; y — 0

care este secțiunea cuadricei prin planul xOz, iar cele care corespund 
valorilor negative ale lui h, au vârfurile pe parabola:

y 2 4- 2qz =  0, x — 0,

+ --= 0, 2 =  0

y- ^  =  0, 2 =  0 
v4 /
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48 CAPITOLUL 3. CUADRICE

3.5 CO NUL
D efin iție: Conul este figura geometrică din spațiu definită de ecuația:

x2 y 2 z2

â‘‘ +  l1 -  5 (3.18)

Intersecțiile suprafeței cu planele paralele cu xOy sunt elipsele:

x2

a2

y 2 h2

+ z  =  h  b2 c2 (3.19)

Semiaxele elipselor (3.19) cresc odată cu creșterea în valoare absolută 
a lui h.

Dacă /i — 0, atunci elipsa (3.19) se reduce la:

x2 y 2

a2 b2

care reprezintă punctu l O.
Concluzie. : Intersecția conului (3.19) cu planul x ()y  este un punct 

care se num ește vârfu l con u lu i
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3.6. SUPRAFEȚE CILINDRICE. 49Secțiunea suprafeței prin planul yoz este curba:y2 z2-  -  =  0; x =  0o2 c2care se descompune în dreptele:
( A i ) ț - - = 0(△2) |  +  -  =  0Dreptele (A i), (Aa) conțin originea și sunt simetrice față de axe. Dacă a =  b, ecuația (3.18) devine:2 , 2x + y  = 2z2a

cși reprezintă un con de rotație obținut prin rotirea dreptei:
a

y =  -z-, z =  0 c (3.20)în jurul axei z'z. Dreapta (3.20) se numește generatoarea conului. Dacă notăm cu 0 unghiul format de generatoare cu axa de simetrie z'z, atunci:„ a 
tgO =  -  

ciar ecuația conului de rotație se scrie:x2 +  y2 =  (ty#)2 z2
3.6 SUPRAFEȚE CILINDRICE.
D e fin iție : Se numește suprafață cilindrică suprafața generată de o 
dreaptă (A ) de direcție fixă care se sprijină pe o curbă dată (T).Să considerăm în particular dreapta (A) paralelă cu axa z'z, iar curba (T) situată în planul xO y  având ecuațiile:, r J / ( : r , y )  =  0

1 ;  ] z =  0
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50 CAPITOLUL 3. CUADRICE

Fie M (x,y, z) un punct situat pe suprafața cilindrică D. Prin M 
trece o generatoare care intersectează planul xOy în M i(x ,y ,0). Cunr 
x ,y  verifică ecuațiile curba (T) rezultă că ecuația suprafeței cilindrice 
este /(x , y) = 0.

Prin urmare o ecuație în două variabile, interpretată in spațiu 
reprezintă ecuația unei suprafețe cilindrice având generatoarele paralele 
cu axa a cărei variabilă lipsește.

Exemple

1. x 1 4- y2 ~ R ,  reprezintă ecuația unui cilindru cu generatoaiele 
paralele cu

axa z'z și care intersectează planul xOy după cercul de ecuații:

/  £ i  +  y l  =

2. + — 1 reprezintă ecuația unui cilindru eliptic cu generatoarele
paralele cu axa z' z .

3. z2 = 2/)//,reprezintă ecuația unui cilindru parabolic cu genera­
toarele pândele cu axa x'x.

Fig. 39 Fig.40
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3.7 EXERCIȚII
Să se identifice următoarele suprafețe:

1. 2x2 -  3y2 4- z2 4- 1 =  0

2. x 2 4- 4y2 — 3z — 0

3. 3x2 4- 2y2 — 4z2 4-1 =  0

4. x  +  2y2 -  3z2 =  0

5. 2x2 4- 3y2 4- 4z2 — 1 =  0

6. x2 4- 3y 4- z 2 — 0

7. 4x2 4- 16z2 - 1  =  0

8. x 2 4- y 2 4- z 2 -  2x -  1 =  0

9. 3x2 — y2 — z2 =  0

10. x 2 4- y 2 — x =  0

11. 3x2 4- y2 4- z 2 — 1 =  0

12. x2 4- y 2 4- z 2 -  z =  0

13. Se dau sfera :

x2 4- y2 4- z2 — 2x — 4y -  6z 4- 5 =  0

și dreptele: ( △ > ) : 01 
“1

N
II

CM1 
CM

S»II
•—*1 

-

(△ 2 ) : x — 2 y — 4 z — 5
1 -1  2

Să se găsească punctele de intersecție ale dreptelor cu sfera.
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52 CAPITOLUL 3. CUADRICE

14. Se dă sfera :

4x2 4- 4y2 4- 4z2 — 8x 4- 16y — 12z 4-13 =  O

a) Să se afle coordonatele centrului și raza sferei.

b) Să se găsească punctele de intersecție cu un diametru paralel 
cu dreapta de parametri directori 3,4,12.

15. Să se scrie ecuațiile sferelor cu centrul în C (—2; 1; —3) tangente 
respectiv la planele:

(Pi) : x - 2 y  + 2z — 3 = 0

(P2 ) : 3x -  4y 4-1 =  0

16. Sunt date punctele:

A ( - l ; l ;2 ) ;  B (l; 3; 3); C(0; 2; 5)

Să se scrie:

a) ecuațiile sferelor cu centrul în A, care trec respectiv prin B, C; 

b) ecuațiile sferelor cu centrul în B, care trec respectiv prin A, C;
c) ecuațiile sferelor cu centrul în C, tangente respectiv la planele 
xOz, xOy.

17. Să se arate că sferele:

x 2 4- y2 4- z2 -  2x 4- 2y -  4z -  10 =  0

x2 4- y2 4- z2 -  6x -  4y -  12z 4- 33 =  0

x2 + y2 4- z 2 -  lOx -  lOy -  202 4-134 =  0

sunt egale și au centrele coliniare.
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Capitolul 4

Elemente de teoria 
câmpurilor

Generalități.
Câmpuri scalare și vectoriale .
Asupra integralei de suprafață .
Operatori diferențiali scalari și vectoriali.
Calcul integral în teoria câmpurilor.
Clasificarea câmpurilor. Determinări de 
câmpuri.

4.1 Generalități

In s tud iu l dinam ic al fenom enelor naturii intervine no țiunea de câmp. 
Dacă o m ărim e fizică are o valoare de term inată  în fiecare punct din 
spa țiu , spunem  că m ulțim ea acestor valori definește câ m p u l m ărim ii 
respective.
E x em p lu : curgerea unui lichid definește un câm p al vitezelor.

□
N oțiunea de câm p se bazează pe două elem ente de n a tu ră  d iferită, in­
dependente în tre  ele:
e le m en tu l an a litic: funcția f  a câm pului, reprezentant al acțiunii

53
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54 CAPITOLUL 4. CÂMPURI

materiale și
elem entul geom etric: regiunea R a spațiului în care acționează funcția 
f ,  reprezentant al bazei materiale.

D efiniția 4.1.1 Câm pul este mulțimea valorilor lui f  asociate punctellir 
M din regiunea Ji.

Natura funcției f  determină natura câmpului, dacă f  este scalar, câmpul 
este scalar, dacă f  este vector v, câmpul este vectorial, dacă f  este ten- 
sor T  atunci câmpul este tensorial.
Câmpurile nestaționare sunt câmpurile care variază în timp: f  (x, y, z, t) 
și câmpurile staționare sunt cele care nu variază în timp adică: f ( x ,  y, z).

4.2 Câm p scalar
D efiniția 4.2.1 Dacă R este o regiune mărginită sau nu a spațiului cu 
una, doua sau trei dimensiuni și

u  = u(Af) (4.1)

o. funcție scalară ce depinde de puncte M din numim câmp scalar 
mulțimea valorilor lui u corespunzătoare tuturor punctelor M 6 îi.

D efiniția 4.2.2 Regiunea R constituie domeniul de definiție ul câmpului 
scalar, funcția u țM ) este funcția câmpului scalar și se numește câinp  
scalar.

E xem ple:
In fizică: u este funcția potențială, u este funcția de forță.
In geofizică: u este masa specifică a unui mediu neomogen.
In termodinamică: u reprezintă câmpul temperaturilor, presiunea intr- 
un gaz: p = pțy, t).
In analiza reală se face studiul continuității și derivabilității funcției u.

Suprafață de nivel sau suprafață echipotențială  
în spațiul cu trei dim ensiuni
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4.2. C Â M P  SCALAR 55

D efin iția  4.2.3 Suprafață de nivel este mulțimea punctelor M dm 
domeniul D C 3Î pentru care funcția u rămîne constantă

du — O
uțM ) — const. (4.2)

Observație: In cazul când domeniul este bidimensional se poate vorbi 
despre o curbă de nivel sau curbă echipotențială.

P ropoziția  4.2.1 Suprafețele de nivel stratifică valorile câmpului scalar.

P ropoziția  4.2.2 Suprafețele de nivel formează o familie de suprafețe 
cu un parametru, de ecuație:

u țM ) = k.

P ropoziția  4.2.3 Printr-un punct dat Mo din regiunea JR trece o sin­
gură suprafață de nivel care are ecuația:

u țM ) = u0 .

D em onstrație
Punem condiția ca punctul M o să fie pe suprafața de nivel : uțM o ) — uo 
și M o 6 R  , uțMo) — k deci k = uo și prin urmare: u(M ) =  uo 
reprezintă o singură suprafață de nivel.

□

Propoziția  4.2.4 Două suprafețe de nivel distincte U] (x, y, z) și u^țx, y, z) 
nu pot avea nici un punct comun.

D em onstrație
Fie : u(M ) — U\ și uțM ) — u^ unde Ui u^. Presupunem că 
suprafețele ar avea puncte comune. Punctele comune le putem de­
termina rezolvând sistemul:

J u(A/) = ui 
|  u( M ) =

din care deducem: u\ — u? = 0 dar Uj u^ din ipoteză deci pre­
supunerea este falsă.

□
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56 CAPITOLUL 4. CÂMPURI

Variația câm pului scalar.
D erivata după o direcție a câm pului scalar.

Fie u0 suprafața de nivel având ecuația u(M ) — uo și un punct care 
se poate deplasa sau pe suprafața dată uo sau în afara suprafeței de 
nivel uo .

Cazul I
Deplasarea punctului are loc pe suprafața de nivel(Fig.41).

La o deplasare infinitezimală a punctului corespunde variația funcției 
care îndeplinește condiția : 
du == 0 
dar:

du du du
du = — dx + —  dy 4- —  dz

dx dy dz

și membrul drept al ecuației de mai sus reprezintă produsul scalar a doi
vectori :

du du du
dx dz (4.3)

d f  — îdx + jdy  4- kdz

adică
• d f  =  0

dar d f  se află în planul tangent în punctul M la uo pentru că deplasarea 
se face în planul tangent deci G este vector normal în M la suprafața 
de nivel uo . G se numește gradientul funcției u. Gradientul poate
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fi scris sub forma simbolică:

dx oy oz )u

sau G = grad u sau G = V u. Operatorul V sau nabla este numit 
operatorul lui Hamilton.

Cazul II
Deplasarea are loc în afara suprafeței de nivel (Fig.42).

Fie M ' un punct din domeniul de definiție al câmpului scalar u. Ne 
propunem să calculăm variația câmpului în vecinătatea punctului M.
f  este vectorul de poziție al lui M, f + d f  este vectorul de poziție al lui
M '. s este versorul direcției OM : s = OM

OM
--► ---->

Elementul liniar pe direcția S  este : 6s= OM adică 6s = |df|.
Variația câmpului scalar u la trecerea din M în M' este:

6 u — u ( f  + dr) — u(r) — u(M') — u(M) (4.4)

și depinde atât de distanța M'M cât și de direcția de deplasare s.
Pentru a evalua variația câmpului u în punctul M în direcția de versor 
s se determină : lim — 6s—>0 OS
Definiția 4.2.4 Se numește derivata funcției u după direcția de versor 
s în punctul M sau derivata câmpului scalar u după direcția de versor 
s limita raportului :

6 u
6 s 

pentru 6s —* 0 , atunci când limita există.

Derivata câmpului scalar u după direcția de versor s se notează :

sau

du u(A-f') — u(M)
D S  IOAÎ HO

6u duIun —- = —- s» -o âs ds
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Se știe că : d f  — s|df| sau d f  =  s bs și

s = cos (s, Ox) î  4- cos(s, Oy) j  4- cos(s, Oz) k

cu a  — (S,Ox) ; /3 =  (s,O y) ; 7 =  (S,Oz)
d x î  4- dyj 4- dzk  =  cos a bs t +  cos (3 bs j  + cos 7 6s k . 

Urmează că:

dx =  cos a  dy = cos (3 dz =  cos 7 bs

Dar cu (4.4):

bu = u(x  4- cos a 6s,y  4- cos (3 6s, z 4- cos 7 6s) — u(x, y, z)

Cum funcția este diferențiabilă avem:

bu -  u (x ,y , z) 4- -fadx 4- -^-dy 4- - ^ d z  + R  -  u (x ,y ,z )

unde:
„ R  nhm — = 0

4»->0 0 3

Altfel scris:

bu = —  cos a bs 4- -r- cos (3 bs 4- 7— cos 7 ba 4- R  
dx dy dz

bu du du du R
lim — =  —  cos a  4- 77" CO£ P 4- 7— cos 7 4- hm bs dx dy dz bs

Piin urmare :

du du du du
— — 7— cos a  4- -Z- cos p  4- 77- cos 7 ds dx dy dz

du
—  = G s  
ds

sau
du
—  = grad u • 3 
ds (4-5)

unde:
du_ du . du - 
& ' + + ă i k
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§i

Mărimea :
3 — cos a i + cos (3 ] + cos 7 k

du 
ds = G-S

se numește derivata funcției scalare u după direcția de versor s.

Propoziția 4.2.5 Derivata după o direcție S  de versor s a câmpului 
scalar u este proiecția gradientului G după direcția S.

Intr-adevăr, exprimând produsul scalar din definiția derivatei funcției 
scalare u după direcția de versor s avem:

du 
ds G |s| cos (s, grad u)

adică :

du -> —■
—  — G cos (s, grad u ds

care reprezintă proiecția gradientului G pe direcția S de versor s. Se 
vede că derivata depinde de punctul M și de direcția de versor s.

Propoziția 4.2.6 Mărimea gradientului G este derivata câmpului scalar 
u după direcția normalei în punctul respectiv la suprafață.

Intr-adevăr, dacă direcția S  este normala N  în punctul M la u, 
versorul ~s* este s = n și atunci :

— = |G||n| cos (G,n) dn

— = |G||n|cosO ; — = G |n| ; — = Gdn dn dn
Atunci:

d u
G =  —  ndn

și mărimea sa este:

du 2 du 2 .d u '1

(4-6)

(4-7)
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P ropoziția  4.2.7 Mărimea gradientului G este valoarea maximă între 
derivatele după o direcție oarecare.

In tr-adevăr :
du -*
—  =  |G||s1 cos (s,grad  u) 
ds

du -
Fie 6  =  (s,grad  u) deci: —  =  |G |c o s 0 .

ds
du

C um  — 1 <  cos©  <  1 atunci : m ax—  =  G | .
ds

Observație:Cum
-» du
G = —  dn 

rezu ltă  că :
du du 

m & X d s = dH

Vectorul G indică direcția  după care funcția  u are valoarea cea mai 
m are.

Propoziția  4.2.8 Derivatele după direcțiile pozitive ale axelor de co­
ordonate coincid cu derivatele parțiale in raport cu variabila respectivă.

In tr-adevăr, pentru : s = i

du _ ,du_ du_  d u -  du du
T s = Z ^ d i l  +  d y ^ V z k } ' Ts = dx

A nalog pen tru  s =  J*și s = k :

du , du du
-v- = J ■ grad u- —  = —ds ds dy

du -• du du
= k ■ grad u; —  =  —

ds ds Oz
adică derivatele după direcțiile pozitive ale celor două axe de coordonate
coincid cu derivatele parția le  în raport cu variabila respectivă.
_  v _ r  . du
Uaca s este —î, — j  sau —k atunci —  este respectiv :

du du du
dx ’ dy ’ dz
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C oncluzia :Derivata după o direcție S  de versor s depinde nu numai 
de direcția respectivă ci și de sensul ales pe această direcție.

Proprietățile gradientului

Pentru funcțiile :
99 : D] C R 3  —> R  și î/> : D2 C R 3  —> R  unde 99 și sunt de clasă C 1 
reprezentând câmpuri scalare , au loc propozițiile următoare :

P ropoziția  4 .2 .9  Pentru câmpurile sclare tp și i/>

grad(țp 4-1/>) = gradtp 4- gradijj (4-8)

D em onstrație

d d d
+ = ^ - (^ 4 -V')i'+ ^ - (^  + V’)J+  —  (tp + ^)kox uy uz

dtp dtp _ dtp dip . dip g
dx dy dz dx
Vtp 4-

dz

□
Analog se demonstrează:

Propoziția  4.2.10

V(9?'0) = 9? VV» 4- V» V99 (4.9)

Propoziția  4.2.11

^ (^ (^ (^ .y .2 )) = ^ G 3) gradtp (4.10)

Intr-adevăr:

V(/-(^)) =
d d d—  F(tp(x,y,z)yi4- ^F (tp (x ,y ,z ))j+  — F(tp(x,y,z))k

— dtp^dxl +  dy j +  d z ^

= F(^,) V<p
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□
Exemplu:
grad f( r )  = f  '(r) grad r = f  '(r) grad (y/x2 + 1/2 +  z2 ) deci:

, .  z  . - / /  * r dv j di' r*.
5 r o d /(r )  =  / ( r ) | _ ,  +  - j + - * ;j

grad f ( r )  =  /'(r)|^< +  ; ? +  
r f  r

f ț r )
grad f ț r )  = ----- - f

Cu (4.5) se deduc cu ușurință proprietățile următoare:

P ropoziția  4.2.12

T ^  +  ^  =  T. +  TS (4 1 1 >

Propoziția  4.2.13

( 4 1 2 )

Propoziția  4.2.14

^ (F (V ))  =  F'(V>)$ (413)
as as

4 .3  C âm pu l vector ia l
D efiniția 4.3.1 Dacă J? este o regiune mărginită sau nu a spahiului cu 
mia, două sau trei dimensiuni ș i V  = V(M) este funcție vectorială ce 
depinde de puncte M din numim  câmp vectorial mulțimea vecto­
rilor V  atașați tuturor punctelor M din

D efiniția 4.3.2 Regiunea se numește domeniul de definiție al câmpului 
vectorial, funcția V (M ) este a câmpului vectorial.
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E x e m p le :In mecanică, geofizică : câmpul vitezelor, câmpul momentelor, câmpul gravitațional. In teoria câmpului elecromagnetic: câmpul magnetic H . □

Lin ii de câm p . P ro p rietăți.

D e fin iția  4 .3.3 Se numește linie de câmp (linie de forță, linie de 
curent) o curbă din domeniul 3Î de definiție al câmpului V (A l), care 
este tangentă în fiecare punct M  al său la vectorul câmp V (M ).

deci V  || d f  adică: ।
V  x d f  =  0 , • . (4.14)

este ecuația diferențială a liniilor de câmp sub formă vectorială.

Liniile de câmp (Fig.43) sunt date de sistemul de ecuații diferențiale: 
dx = ____dy_____ =  dz

P ( x ,y ,z )  Q (x ,y ,z )  R fx ,y ,z )unde \f(M) =  P ( x ,y ,z ) :i +  Q ( x ,y ,z ) f +  R (x ,y ,z )k  și 
d f  — dx î  +  dy j  +  dz k.Soluția sistemului de ecuații sub formă simetrică ( 4.15) este dată de două integrale prime:

(0 V \(x ,y ,z}
<P'i(x,y,z) (4-16)

P ro p rietăți ale liniilor de câm p
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P ropoziția  4.3.1 Printr-un punct dat Mo al domeniului trece o sin­
gură linie de câmp Po de ecuații:

(r0) <Pi(x,y,z) = C JO

</>?(x,y,z) =  C20

P ropoziția  4.3.2 Două linii de câmp Ti și Ta nu au în general nici 
un punct comun.

P ropoziția  4.3.3 Liniile de câmp formează o mulțime de curbe cu doi 
parametrii care au ca ecuații sistemul ( 4-16) .

Suprafață de câmp
0  suprafață de câmp E este generată de liniile de câmp cărora li 

se impune condiția să treacă printr-o curbă (C) care nu este linie de 
câmp.

Fig.44

Fie curba (C) (Fig.44) de ecuații:

(Q
f\(x ,y ,z ) = 0

y, z) = 0 (4-17)

C C E se realizează scriind că punctul M (x,y,z) trebuie să fie în 
același timp și pe (C) și pe una din liniile de câmp (P), adică:

M e (r) 
M e ( c )
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Se elimină x ,y ,z  din relațiile:

SPaU.y.z) = C2 
= 0

. fo(x,y,z) = 0
obținându-se astfel o relație între Cj și C2 .

$(C 1,C2 ) = 0 (4.18)
numită relație de compatibilitate a sistemului.
In relația ( 4.18) se înlocuiesc C\ și C2 din integralele prime: 

f <pi(x,y, z) = C\
( <p2 (x,y ,z) = C2 

și se obține relația:
Q (4 1 9 )

care reprezintă ecuația suprafeței de câmp E.
r’roprietăți:

1. Dacă (C) ar fi chiar o linie de câmp atunci prin această curbă ar 
trece o infinitate de suprafețe de câmp (problemă nedeterminată).

2. Când (C) este o curbă închisă, suprafața (S) (Fig.45) formează 
un tub de vectori (tub de forțe).

3. Vectorul V este tangent la suprafața de câmp E
Intr-adevăr prin fiecare punct M al suprafeței E trece o linie de 

câmp ( r  ) la care vectorul V este tangent.

Fig.45
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Exercițiu:
Fie câmpul V (x ,y , z) = x  î  + y j  + z k și curba :

(Q x 2 + y2 
z

= R 2

= h

Să se determine suprafața de câmp ce conține curba (C).
Rezolvare: Se determină liniile de câmp:

dx dy dz 
x y z

cu integralele prime date de : In x  =  In y  4- In C] ; In y — In z  4- In C2 - 
Liniile de câmp sunt :

{ x = yC }

y = zC?

Se formează sistemul:

y 
z 
x 2 + y 2

V Ci 
z C-t 
h 
R 2

Se exprimă x ,y ,z  din trei relații în funcție de C\ și C-j:

z = h; y — h C^ \ x — h C\Ci
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care apoi se introduc în ultima relație rămasă din sistemul de mai sus, 
obținându-se relația de compatibilitate:

$ (G , C2 ) = (/iG G )2 4- (/iG)2 -  R2 = 0

adică:
2 2

z1 z1

Suprafața conică (Fig.46)cu centrul O și cerc generator (C):

o 2 ^ 2
a?2 4-y2 = 77 2 n2

Variația câm pului vectorial
D erivata după o direcție a unui câmp vectorial

Pentru a calcula variația unui câmp vectorial in vecinătatea unui 
punct M , cum câmpul variază diferit pe diferite direcții ale spațiului, 
vom proceda astfel:
Ducem prin M o dreaptă având direcția dată de versorul s, sau o curbă 
a cărui tangentă în punctul M are direcția de versor s. Pe această 
dreaptă sau curbă luăm un punct M1 vecin cu M . Punctul A/(x,y,z) 
are vectorul de poziție f  (Fig.47). Punctul M'țx 4- dx,y  4- dy,z I dz) 
are vectorul de poziție r 4- dr

Mărimea vectorului OM este:

\OM|=| dr |= 6s ; dr = s bs

Pentru variația bV a funcției vectoriale V la trecerea din punctul M 
în punctul M' se obține:

âV = V(M') -  V(A/)
bV = 4  dx,y  4- dy, z 4- dr) — V(.r, y, z)
6V = V(x, y, z) 4- ^ d x  + g d y  4- f-d z  4- R -  V(x, y, z)

D efiniția 4.3.4 Se numește derivata funcției V(A/) după, direcția de 
versor s sau derivata câmpului vectorial VțM ) după direcția de versor 

. bV „ cs, limita raportului —— cînd bs —♦ 0 atunci când această limită, există, bs
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6V dV  
lirn —  =  —— 

os ds
pentru că : ds = s 6s\ sau: dx = 6s cosa; dy — 6s cos/3; dz —
6s cos 7

, W  dV 9V „ dV R
Iun —— =  cos a  4- 7 — cos p  +  —— cos 7 4- hm — 

bs dx  dy dz ««->0 6s
cum:

lim 7- =  0
6J ->0 OS

rezultă :

dv dv dv o dv
—  =  —— cos a  4- 7 — cos p  4- 7 — cos 7 
ds dx dy dz

7 - = (» v )v
Se pot demonstra ca și la câmpurile scalare, următoarele proprietăți :

d(Â 4-B ) _  dĂ  dB 
ds ds ds

d(<pÂ) d<p £ dĂ
ds ds ds 

d(Ă  + B) _ d Ă  d jl 
ds ds ds

d(Ă  x B) dĂ  -■ dB
- ^ 7 ------ = —  x B  + A x  —

ds ds ds
d (Ă  B) dĂ  r  dB

ds ds ds

D efiniția 4.3.5 Se numește derivata vectorului V  în raport cu vectoi'ul 
A expresia:

dA
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Fie A — Afi-I- Ayj  4- Az k atunci:

d v  9 A d A d x / r ^  A d v  A d v  A d v— MzTr- + + A2 — )(Pi+Qj+ Rk) — A*— fiAy —— + AZ — -
dA ox dy dz dx dy dz

4.4 Integrale de suprafață .
Fie S  o submulțime din R 3 (5 C U unde U C R 3 ) și D2 C R 2 . Această 
suprafață S  se poate prezenta sub trei forme:

•  Forma implicită: S = {(x,y,z) | F(x,y,z) = 0}; F  : R 3 —+ R

• Forma explicită: S = {(x, y, z) | z = /(x , y), (x, y) 6 D2 }

• Forma parametrică:

S = {(x,y ,z) | x = tp}(u,v),y = (p2(u,v),z = ^ (u ,v )  , (u,v) e [)2 ]

Se poate trece de la forma explicită la forma parametrică astfel: 
x = u; y = v\ z = f(u ,v) unde (u, v) € D2 .

Dacă S' este sub formă parametrică și v = 1>O fixat, atunci se obține 
o curbă situată pe suprafața S: 

(fu) : { (x,y,z) /  x = ^i(u, vo), y = ^ 2 (u, vo),z = ^ 3 (u, vo), (u,vo) e l)2 }
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Dacă .S' este sub formă parametrică și u — -u0 fixat,, atunci se obține o 
curbă situată pe suprafața S: 

(T,,) : { (x ,y ,z )  /  x  = tp}(uo ,v ) ,y  = ip2 (uo ,v ), z = <p3 (uo , v), (uUI v) e D2 }

r u §i r v se numesc curbe de coordonate.
Din N ±  f u și N  1 rv => N  || ru X rv . Pentru <pi, <p2) p3 de clasă G'1 

(adică S este netedă), vectorii tangenți in Mo (punctul de intersecție) 
(Fig.48) la cui bele f u  și f,, sunt ;

d<Pi(uo , v„)^ d<p2 (uo , 
du

d y 3 (uo ,v o) 
du

k

d^i(U . l ’J  ^ 2 (uo ,îț ,)^  d(fi3 (uo ,v o ) .
rv - -----  /. + ----- ------------------- .T------ «dv dv OU

r'a și r'„ sunt vectori necolineari în Z?2 , atunci în fiecare punct (uo , wo ) 
al suprafeței există iui plan tangent unic determinat și deci există o 
normală unica. Vectorii r'u și f v fiind necolineari rezultă ca:

r„ A' || ru X r'„

r'„ x

k
■Vi 
du 

d^t 
dv

-  Ai + Hi + Ck

i înde:
4 — [] _ ^ (■ p i,^ )

/J(u, (') ’ /)(?/,!’) D (u ,i’)
Condiția ca vec torii să fie necolineari este:

|ru X 7<,| =  A2 + R2 + C2 > 0
Notând.

< r u , r u
^ i ) \ ( ^ ) 2

+ ( ț î ) 2

/ •' = <  /
du dv du dv du dv

> /l2 + Ik’ 4 C2 — IM! - l-'J numita id e n tita te a  lui E uler
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D efin iția  4.4.1 Fie S ,o suprafață netedă sau netedă pe porțiuni având 
forma parametrică:

x  =  9S](u,v); y — </?2 (u,v); z — </?3 (u, v) (u,v) € D2

Dacă:

[  [  x/A 2 + B2 4- C 2du dv — [  [  V E G  -  F^du dv
J JD2 J JD2

există și este finită atunci suprafața S  are arie și:

A (S ) = /  / d  V A 2 + B 2 + C2du dv =

j  V E G  -  F^du dv = J  da 

iar:
da = y/A 2 4- B2 4- C2du dv = x/EG -  F^du dv 

se numește elem ent diferențial de suprafață.

Propoziția  4.4.1 Fie S  = { (x ,y ,z )  | z = f ( x ,y ) , ț x ,y )  G £)2 }, S  
netedă.
Dacă S  are arie, atunci:

+ ( ^ ) d x d y = f  I  J l + p 2 + q2dx dy 
ox oy J JD-2 V

J" J'unde p = —  și q = —  sunt numite notațiile lui M onge 
dx dy

D em onstrație: 
x = x

' y = y 
Z = f ( x ,y )
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Integrala de suprafață de speța întâi

D efiniția 4.4.2 Fie S suprafața netedă(sau netedă pe porțiuni)

S
.T =  V)
y = u ,v  e  Di
z =  y?3 (u ,v )

și f  : U — * R o funcție continuă pe [/ C R 3 .
Se numește intergrală de suprafață de speța întâi a funcției f  pe 
suprafața S, integrala dală de:

fLpA u, v),<pițu, v),ip3 (u, v)) vM 2 4- B 2 4- C 2 du du - I I
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D efiniția 4.4.3 Se numește intergrală de suprafață de speța a 
doua a funcției f  pe. .iiiprafața S , integrala, dată de:

= /  f  P(
J J(s,n¥ )

.T, y, z) dydz 4 Q(.r, y, z) dzdx 4 R(.r, y, z) dxdy = 

x, y, z) cosa 4 Q(x, y, z) cos/? 4 R (x ,y , z) cos 7) da

(cos a , cos /?, cos 7) =  n ( ; n ( = — n

( (P  cos a  + Q cos /? 4  R  cos 7)da =
(s,«,)

/ ( / ’ cos a  4  Q cos (3 4 R  cos 'y)d.o
(S,n )

4.5 F luxul unui câmp vectorial
Fie o suprafață S  situată în domeniul R în care este definit câmpul 
vectorial V  și n versorul normalei în punctul M la S.

D efiniția 4.5.1 Se numește fiuxtil câmpului vectorial V prin suprafața
S , valoarea integralei:

V • a da

"ma -ia este elementul diferențial al siiynifațci S ce conține punctul 
M
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Câmpul:
V = P (x,y,z)t + Q (x,y,z)j + R (x,y ,z)k

și versorul normalei:

n = cos(n, Ox)t + cos(n, Oy)j 4- cos(n, Oz)k

exprimă:

V  • n da = P  cos ada 4- Q cos flda 4- R cos 'yda

dar: __
cos(n, Ox)da = dy dz 
cos(n, Oy)da — dz dx 
cos(n, Oz)da = dx dy

Astfel se poate exprima fluxul câmpului vectorial:

$  =  j j  P(x,y,z)dy dz + Q(x,y,z)dz dx + R (x,y,z)dx dy

O interpretare fizică a noțiunii de flux 
pornind de la un câmp particular

Fie câmpul vectorial V(A/), care reprezintă câmpul de viteze al 
curgerii unui fluid și S  o suprafață oarecare situată în domeniul D 
ocupat de fluid (Fig.50).

Definiția 4.5.2 Se numește flux al fluidului prin suprafața S canti­
tatea de fluid care străbate suprafața S în unitatea de timp.

Pentru a calcula fluxul, vom împărți suprafața S într-un număr de 
suprafațe elementare de arie da.
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Versorul normal la suprafață se notează cu n. Cantitatea de fluid 
care străbate elementul da în unitatea de timp o numim flux elemen­
tar al fluidului. In unitatea de timp fluidul umple un paralelipiped de 
bază da și de muchie |V(A/)|. înălțimea h a paralelipipedului va fi 
proiecția vectorului V(M) pe versorul n, al normalei în M, deci va fi 
dată de h =| n | |l/(A/)| cos (n, V) , adică: h. — V • n. Fluxul elementar 
este dat de h da, adică: — V • n da. Fluxul total prin suprafața S
va fi limita sumei: E V • n da suma fiind extinsă la toate elementele 
suprafaței S, când aria tuturor elementelor da —> 0 , dacă această limită 
există. Limita obținută este o integrală de suprafață:

$ — H  V • fi da

• Dacă într-un punct M aparținând suprafaței S, V și n sunt de 
aceeași parte a suprafaței (Fig.51), unghiul dintre V și n este 
ascuțit și produsul scalar V • n este pozitiv.

• Dacă V și n sunt de părți opuse, atunci unghiul dintre V și fi este 
obtuz și produsul scalar V • n este negativ.

• Dacă V este perpendicular pe n, deci tangent la suprafață, pro­
dusul scalar V • n este nul.

Semnul expresiei V ■ n precizează sensul în care fluidul străbate 
suprafața în punctul M .

• Dacă V • fi > 0 , fluidul iese din suprafață prin punctul M ;

• Dacă V • fi < 0 , fluidul intră în suprafață în punctul M ;

• Dacă V • n = 0 , în punctul M fluidul nu străbate suprafața.

Ținând seamă de expresia fluxului printr-o suprafața S, rezultă :

• Dacă ‘I* > 0, mai mult fluid a ieșit din domeniu decât a intrat ;

• Dacă ‘1> < 0, mai mult Huid a intrat in domeniu decât a ieșit ;
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• Dacă $  =  O, cât fluid intră în domeniu tot a tâ ta  și iese.

Exem plu:
Pentru V  — f  să se calculeze fluxul prin porțiunea de suprafață: 
z — x 2 4- y2 cuprinsă între planul xOy și planul z  =  4, având normala 
dirijată astfel ca să formeze un unghi obtuz cu axa Oz.

Versorul:
_ _  p z  + q j  + ( -1 )  k 

diy/p2 +  g2 +  1 
iar elementul de suprafață :

da =  Jp'2 4- q2 4- 1 dx dy\ unde p =  —  =  2x; q -  —  = 2y 
v ox (jy

cos 7 < 0 face ca versorul normalei să fie:

2x z 4- 2y j  — k 
x/4x2 4- 4y2 4- 1

§i do — \/4 2 4- 42 4- 1 dx dy

2x2 4- 2y2 -  z 
x/4x2 4- 4y4 4- 1 

2x2 4- 2y2 -  z) dx dy
s

<!> = H ( 2 x 2 4- 2y2 — x 2 
o

-  y 1 ) dx
[■■l-n r 1

dy — I dO p3dp =  8 ir
Jo Jo
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unde D: x 2 4- y2 — 4 și :

x = p cos0,y — p s'mO y — p sin0

și dx dy — p dp dO 
□

4.6 D ivergența  unui câm p vectorial

în cazul când suprafața S  este o suprafața închisă, aplicând formula lui 
Gauss- Ostrogradski, obținem:

$ = J !  Pdydz + Qdzdx + Rdxdy -  d y d z

n
unde S  este o suprafață închisă care limitează domeniul simplu conex fi 
și V\M ) o funcție vectorială de componente funcții cu derivate parțiale 
de primul ordin continue pe fi U S.

D efin iția  4.6.1 Funcția scalară —— I- —— F —— se numește divergență  
dx dy dz

a funcției vectoriale VțM) de componente Pțx, y, z),Q(x, y, z), R(x, y, z) 
și se notează div V(M), adică:

-y dP dQ dR -y „dw V = —— |- —— I- —  sau div V = V • Vdx dy dz

Fluxul unui vector printr-o suprafață închisă S  este egal cu inter-
grala de volum din divergența vectorului extinsă la domeniul închis 
de suprafață S. Formula Gauss- Ostrogradski se numește și formula 
flux - divergență . Vectorial, se scrie:

H  V • n da = I U  div Vdw (4.20)
S  Q

unde du) este elementul de volum.
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Exprimarea divergenței independentă de 
sistemul de referință , valabilă în orice punct M din Q

div Vduj
s n

aplicând formula mediei pentru integrala triplă avem:

V • nda = (div JJJdiv = (div • V
s n

punctul M fiind interior domeniului Q, V fiind volumul domeniului Q. 
Făcând suprafața S  să se strângă continuu în vecinătatea lui M , astfel 
încât V —► 0 avem:

i/M r  H s ^ - n d v  
(div v ) = h m ------—------

\  / I M  v-.o V
Această limită analoagă cu limita care duce în cazul unei dimensiuni la 
noțiunea de derivată se numește derivată spațială.

Definiția 4.6.2 Se numește divergență a câmpului vectorial V(M) 
în punctul M limita raportului dintre fluxul lui V\M ) prin suprafața 
S care mărginește domeniul Q și volumul V al acestui domeniu, când 
V —» 0 ( punctul M aparține lui Q), dacă această limită există.

Semnificația fizică a div V

Să presupunem că avem o curgere a unui fluid, V(M) fiind câmpul 
de viteze al curgerii.

Fig.53
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Să considerăm o suprafață S  din domeniul I) de definiție al câmpului 
f  (Af) .
In unitatea de timp prin această suprafață intră o anumită cantitate de 
fluid și iese o anumiă cantitate de fluid.
In fluxul este negativ, deoarece normala la suprafață și vectorul 
câmp sunt de o parte și de alta a suprafaței, pe când în fluxul este 
pozitiv deoarece normala la suprafață și vectorul câmp sunt de aceeași 
parte a suprafaței .
Dacă considerăm fluxul total prin suprafața S  și fluxul este pozitiv 
atunci iese mai mult fluid decât intră; dacă fluxul este negativ, atunci 
intră mai mult fluid decât iese; dacă fluxul este nul, cât fluid intră prin 
suprafața S  tot atâta și iese.
Avem următoarele cazuri:

1. Fluxul prin orice suprafață S  C D este pozitiv și din formula 
( 4.20) rezultă că div V > 0. In acest caz iese mai mult fluid decât 
intră și rezultă că în interiorul lui S  se creează lichid. Spunem în 
acest caz că avem în interiorul lui S, izvoare sau surse pozitive.

2. Fluxul prin orice suprafață S C D este negativ deci divV < 0 în 
D. In acest caz intră prin suprafața S  mai mult fluid decât iese și 
în interiorul lui S  fluidul este absorbit. Spunem că avem puțuri 
sau surse

3. Fluxul prin orice suprafață S C D este nul deci divV = 0 în I). 
In acest caz cât fluid intră prin suprafața S  tot atâta și iese, 
fluidul este incompresibil.

Să considerăm un câmp vectorial V(M) și o suprafață S  închisă S  
plin care fluxul total al câmpului este diferit de zero, deci 
diuv 0 . Dacă fluxul total este pozitiv oricare ar fi suprafața închisă 
S cuprinzând punctul A/, atunci izvorul este în A/, iar dacă fluxul 
total este negativ oricare ar fi suprafața închisă S  cuprinzând punctul 
A/, atunci puțul este în M.

Definiția 4.6.3 Se numește sursă punctuală un punct M din I) , care 
an: o vecinătate C astfel încât divV(M) /  0 și divV(M') — 0 pentru 
mice M' /- M și M' € V.
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D efiniția 4.6.4 Se numește productivitatea sau in tensitatea unei 
surse punctuale M integrala:

e — j  j  V  • n da

adică valoarea fluxului vectorului printr-o suprafață S  care conține 
sursa dată în interior, fără să mai conțină alte surse.

Teorem a 4.6.1 Fluxul prin orice suprafață închisă care

• conține o sursă M și

• nu mai conține în interior alte surse 
i

este același.

Dem onstrație:
Fie St și S2 două suprafațe închise ce conțin sursa punctuală M .

In domeniul D limitat de S  = S\ 4- S2 avem divV  =  0 pentru că nu
avem surse

j j  V  ■ n da +

Si

V • n da \ • fi ds — 0

I I  V  ■ n ds = e

Sa
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unde e este productivitatea sursei din M .
□ 

Fie câmpul vectorial V(M) definit într-un domeniu D, admițând în 
acest domeniu un număr n de surse, pozitive sau negative, având pro- 
ductivitățile 61,62,... , en . Să considerăm suprafața închisă S  care 
limitează domeniul D.

Teorema 4.6.2 Fluxul vectorului V prin suprafața S este egal cu suma 
productivităților surselor situate în interiorul lui S

J
Demonstrație:

Fie Mi , i =  1 ,... ,n  surse situate în interiorul lui S. înconjurăm 
fiecare sursă Mi cu o suprafață închisă Si ce nu mai cuprinde alte surse 
(Fig.55). Domeniului fi mărginit de S  și de Si , i — 1 ,... ,n  îi aplicăm 
formula ( 4.20). Notăm $2 = 8  U S\ U S? . . . U Sn . In interiorul 
domeniului Q nu sunt surse deci : div V = 0 și de aceea fluxul total 
prin E este nul :

l/v -n d a
£

schimbând sensurile de parcurgere pe suprafețele( Si , i = 1,.. . ,n  ) și 
deci ale normalelor avem:

=  61 +  62 +  . • • +  6 „  =  6,
i —1

□
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Proprietăți ale divergenței

1. div (Vi +  V2) — div Vx + div V2

- Intr-adevăr, după definiție avem :
rj rx  r \

div(V x + V2 ) = — (P. +  P2 ) +  — (Qi +  Q2 ) +  v ( p t +  P 2 ) =  
dx dy dz

_  dP x dQ x d R x dP2 dQ 2 dR 2 __
dx dy dz dx dy dz

— div Vi 4- div V2

□

2. div (92A) =  gradtp ■ A + cpdiv A

- Intr-adevăr, 
g)Ă = g)Axz + g>A2] + g>A3k

div (<M) = + ^ ( ^ 2 )  + =

d d A x 5 d/l2 9 dA 3— I- — (y?)j42 +  99—  I- — +  9?—— — 
dx dx dy dy dz dz

, d A x dA 2 dA 3 . J  A
=lf,(~ih+ ~^ + ^ + !/rad 'f’-A =

= gradip ■ A + g>div A

Cu operatorul lui Hamilton:
rx r \  r \

div V = (1—  + j —  + ic— ) ■ (P  i + Q J + R k) 
d x d y d z  

dP  dQ dR  
dx +  dy +  dz
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4.7  C irculația  unui câm p vectorial

Dacă V(Al) este un câmp vectorial dat, al cărui punct de aplicație M 
se deplasează de-a-lungul unei curbe C din domeniul său de definiție 
atunci circulația câmpului vectorial V de-a-lungul curbei (C) este:

Dacă considerăm drept câmp de vectori câmpul forțelor F care
acționează asupra unui punct material M , iar drept curbă (C) traiecto­
ria punctului, atunci circulația câmpului vectorial F de-a-lungul curbei 
(C) este:

[  F d f  = L
Jc

reprezintă lucrul mecanic al forțelor F pentru deplasarea punctului M 
de-a-lungul curbei (C) .
Dacă :
V(x,J/,z) = P(x,j/,z) i + Q(x,y,z) j  + R(x,y,z) k cum

d f  = dx F+ dy j  + dz k

C — P (x,y ,z) dx + Q(x,y,z) dy + R (x,y ,z) dz

Exemplu:
Să se calculeze circulația vectorului: V = (y — z)i + (z — x ) f  4- (x — y)k 
de-a-lungul conturului OAB :

O A segment de dreaptă, iar AB un sfert de cerc situat în primul 
cadran din planul xOy.

Rezolvare:

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



84 CAPITOLUL 4. CÂMPURI

O A :
x — x 
y = ® 
2 = 0

dx = dx 
dy — O 
dz — 0

0 < x  < 2

AB\ x 2 4- y2 =  4 cu ecuațiile parametrice:

x — 2 cos# f dx — — 2 sin OdO
< y — 2 sin 0 => < dy = 2 cos 0 dO cu 0 < 0 < |

2 =  0 [ dz = 0

C =  [  V - d f =  [  V - d r + L v - d r  
JOAB JOA JAB

unde
V  ■ dr =  (y — z)dx  +  (2 — x)dy + x — y)dz
Pe segmentul OA:

f 2
C] =  / (y — z)dx — 0

Jo
Pe arcul de cerc AB:
C2 = (y -  z)dx  +  (2 -  x)dy

JAB

C2 — / l(2sin#)(—2sin0) +  (—2cos#)(2cos#)]d# =  —4 / dO = — 2TT
Jo Jo

deci :C = — 2TT

4.8 R o to ru l u n u i câm p vec to ria l
Dacă curba C este o curbă închisă (Fig.58), aplicând formula lui Stokes 
avem:

(l P  dx + Q dy + R dz —

fr , ( ()R dQ d R \ d p \ i ' T w i

unde S  este o suprafață ce se sprijină pe (C) iar S  U C sunt conținute 
în domeniul D, unde V  are derivate parțiale de ordinul întâi continue. 
Expresia de sub semnul integralei de suprafață din membrul al doilea 
este produsul scalar dintre vectorul de componente:

Mly D z’' \ J z  d x ’' Mlx d y ’
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și versorul norm alei de com ponente:

cos(n, i ); cos(n, j  ); cos(n, k )

D efin iția  4.8.1 Se numește rotorul sau vârtejul câmpului vectorial 
V și se notează cu rot V  sau V X V  vectorul:

dR dQ .dP dR dQ dP. r
dy dz dz dx dx dy

Form ula lui Stokes în scriere vectorială devine: 

s
și se poate  en u n ța  astfel:

D efiniția 4.8.2 C irculația unui câmp vectorial de-a-lungul unei curbe 
închise este egală cu fluxul rotorului câmpului vectorial printr-o suprafață 
mărginită de acea curbă.

Fig58

U tilizând o scriere sim bolică formula lui Stokes este:

P  dx + Q dy + R dz

dy dz 
d

dx
P

dz dx dy dx 
d d

dy dz
Q R

unde:
i J h

dx dy dz
P  Q R
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Exprim area rotorului câm pului vectorial V , independentă  
de sistem ul de referință , valabilă în orice punct M din D

.. /Js n 'X .V  do -  ,
f e i ------- V------- =  r o t V ^

Intr-adevăr , volumul elementar V al paralelipipedului este deter­
minat de perechile de suprafețe : (x, x 4- dx) ; (y, y 4- dy) ; ( z ,z  + dz)

Deplasarea pe Ox se face în M\ (x+dx, 0,0) pe Oy în A72 (0, y+ dy, 0) 
și pe Oz în ^ ( 0 ,0 ,2  4- dz).
Suprafața ce limitează volumul elementar V este:

D -- U D Sy U 52y (dy U S z U

n x V da —
£

=  î ( £ « , £ x + d x ) +

Dar :
=  ^ x  +  2 E «  +  dx

Dar :
(n x V da)y. — (—î x V(A4))dy dz

(n  x V da)y  = î'x ))y.^¥ a idy dz — î'x |I/(A/) y-—\ ix \d y  dz

T ( £ x . £ x , d x )  =  1  x  ~ A ~ ... d x  d U d z
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pentru că :
f  x f  — 0; Fxj*=fc; fxfc  = j

î(Ev,Ev+dv) = 3 x
0V(M) J ,  — —— ax dy dz

= * x • Q - d x  d y d z  

... d v  _ d v  r  d v XJ J  J  ^ E = t x — + J X — +fcx —  dx dy dz = 
dx dy dz

.. -.dQ /- r\dR  /-< -+&P /-< V\^P iV -*&P /V .= ^ t X ^ ^ + ^ x k ^ + ^ ^ ~ ^ + ^ k ^ + k̂ x ^ ~ ^ ^ k x ^ ^ d x  d y d z  =

= V x V dx dy dz 

rot V IM— lim' v-o
f  f s n x  V da

V
□

Proprietățile rotorului

1. rot(Vi + Va) = rot Vj 4- rotV2

- Intr-adevăr,

rot (V, 4- V2) =
f  j  k

A  £  £
dx dy dz

P\ 4- P2 Qi + Q2 Pi + P2

â p t dp x dR x dPi
dy dz v dz dx v dx dy

9^2 _ dQ ț} -r ^ 2  _ dR ț} £(^91 _ ^ 2  
dy d z ’ A  dz dx ’ 1 dx dy

= rot V] 4- rot V2

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



88 CAPITOLUL 4. CÂMPURI

2. rot = grad p  x V + p  roi V

i j  k 
a d d_ 

dx dy dz 
pP  pQ pR

dp dP dp dR dQ dp dP
S z P  +  'f - d : ^ d -x R - ' p ^  +  k l'T x

Q + ^ - - ^ p - v - ^

=  i [ ț R - ^ Q } +  A -  ^ R )  +  g & Q  - % F )  +  
dy dz dz dx dx dy

,^dR  dQ dP dR r,dQ dP .
+ ^ ^ 7  ~ 7F + ~ -R- + "  3T =dy dz dz dx dx dy

i j  k 
dp dp dp 
dx dy dz 
P Q R

i j  k
d_ d_ d_

dx dy dz
P Q R

= grad p  X V + p  rot V
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C apito lu l 5

O p era to ri d iferențiali 
vectoria li și scalari

5.1 Introducere.
Operatorii diferențiali vectoriali și scalari se construiesc cu operatorul 
Hamilton V care în coordonate carteziene este:

„ -̂ 9 a r d
ux dy oz

Reguli generale de calcul cu operatorul V

1. Operatorul V formează cu funcția scalară sau vectorială căreia i 
se aplică un tot unitar.

2. Operatorul V acționează numai asupra funcțiilor aflate la dreapta 
sa. Din acest motiv într-ur. produs, operatorul V nu poate fi 
factor ultim, în cazul când rezultatul este o funcție .

3. Operatorul V este liniar adică aditiv și omogen. Notăm ” *” legea 
de compoziție între V și o funcție scalară sau vectorială J-.
aditivitatea operatorului V : V * (J7] + = V ♦ + V * 7^
omogeneitatea operatorului V : V* (c 7 ) = c V * 7  
linearitatea operatorului V:
V ♦ (c]T7! + -  ciV ♦ T\ 4- ca V * Ti

89
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



90 CAPITOLUL 5. OPERATORI

4. Operatorul V aplicat asupra unui produs de n funcții T i, T J , • • ■ ,P U 
conduce la sume de n funcții noi, după regula derivării produsului 
și după regulile calculului vectorial în care V este considerat ca 
un vector simbolic

V ♦ (Ti o T2 o .. .  oT n ) = V * ( Z | o 7 2 o . . .  o Tn ) + ... 
+ V * (Ti O T2 o ... o £ n )

sublinierea indică factorul asupra căruia acționează operatorul 
V.

Dezvoltarea calculelor mai departe depinde de natura legilor de 
compoziție.

5.2 Operatori de ordinul întâi
Operatorii diferențiali vectoriali și scalari de ordinul întâi

1. Operatorul V aplicat funcției scalare u prin operația de juxta­
punere conduce la funcția vectorială:

Jhi J)u r du
V U = + j~ -  + k —ax oy oz

2. Operatorul V aplicat funcției vectoriale V prin produs scalar con­
duce la funcția scalară:

V - V dP dQ dR 
dx dy dz

numită divergența câmpului V.

3. Operatorul V aplicat funcției vectoriale V prin produs vectorial 
conduce la funcția vectorială:

v  x  V - ( ' ^ + +*5S>x <p r+ Q J + "

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



5 2. O P E R A T O R  1 D E  O R D ]N U L  1N T Â 1 91

V x V =
dx dtj
P Q

k 
d 
dz

i  
d

j  
d

numită rotorul câmpului vectorial V . Liniile acestui determinant 
simbolic sunt compuse din elementele de natură diferite (nu numai 
scalari cum am studiat până acum). Acest determinant nu are 
proprietățile unui determinant obișnuit; se dezvoltă numai după 
elementele primei linii.

1) Calculul gradientului, divergenței și rotorului 
unei sume de forma

o V(uj + u2) = V Ui L V  u2

- V • (V) +  V2 ) =  V • Vt + v  ■ v2

• V x (v i + v2) -  v  x Vu + V x v'2

2) Calculul gradientului, divergenței și rotorului 
unui produs de forma ujA, u e R

• V (uu) — (1V (4

• V ■ (uV) -  uV ■ V

• V x (uV) — uV  x V’

3) Calculul gradientului, divergenței și rotorului 
unui produs de forma u j7

• V(u|U2) — V(upu2) + V(ui 112) — ^2Vui + u1Vu2

• V ■ (U lv ) =  V • (U1V) + V • (uqk) =  v  • V U! + U)V K

.  V x (uV?) =  V x (uV) +  V x (uV) =  Vu x V 1 uV x . f  
uV X V -  V X Vu
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92 CAPITOLUL 5. OPERATORI

4) Calculul gradientului, divergenței și rotorului
unui produs de forma Vi o V2

a) V(Ei • V2) = V (£ r V2) -  V(Vi -V2)
Pentru calculul primului termen din memebrul drept utilizăm dublul 

produs vectorial:

v. x (V xE a) = V ( v 2 - f y - y 2( v - ^ ) = >

V(E2 • Ej) = Vi X (V X E2) + (Vi • V)E2 = Vi X rot V2 + dVi
După ce se calculează și cel de-al doilea termen din membrul drept 
printr-un procedeu analog, rezultă că gradientul produsului scalar a 
doi vectori este:

- dV2 diZ
V(V. • V2) = Vi x rot V2 -  V2 x rotVi +

b) V • (V x V2) = V • (Ei x V2) + V • (Vi x Ea)
V • (V x E2) = (V x E l) • Va -  (V x E2) • Vi ==►

V • (Vi x E2) = V2 • (V x Vi) -  Vi • (V x V>2)

c)V x (Vi x E2) = V x (Ei x E2) + V x (Ei x Ea) =
= Ei(Va- V )-E a(V - E i)+V .(V  • E2) -  Ea(Vt • V) =
= (Va • V)E, -  E2(V • E ,)+ Ei(V • E2) -  (Ei • V) Ea =>

V x (E x E2) = + EjdivEa -  E2divEi

5.3 Operatori de ordinul al doilea

Operatori diferențiali vectoriali scalari de ordinul al doilea

Prin aplicarea din nou a operatorului V asupra funcției = V ♦ F  
utilizând legea de compoziție notată ” o ’’ obținem o noua funcție;

F 2 = V  o Fi sau F 2 =  V  o ( V  ♦ F )
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Dacă construim produsele obținem următorul tablou cuprinzând nouă 
combinații din care numai cinci pot exista:

/ V • (Vu) V x (Vu)

V(V • V) V XV /V)
v /V  t  V I V • (V x V) V X (V x V)

l.d iv  grad u  =  Au 
Intr- adevăr,

,du_  du , du - 
div grad u — dw  ( 7 — Î  +  7 — J +  77-K ) =  

dx dy dz

d 2u d2u d2u .
= + -7-  ̂+ -7-J = v  • Vu = V2u = Au(JJL (Hi oz

Expresia :
d2 d2 &

dx 2 + dy2 dz2

se notează A (laplacian) și se numește operatorul lui Laplace. Ecuația 
Au — 0 se numește ecuația lui Laplace.

□

2. rut grad u ~  O 
Intr-adevăr,

,du_  du , du ­
rat grad u = ro tt— i + —  j  +  7— k) — 

dx dy dz 

i  j  k 
d_ d d 

dx dy dz 
du du du 
d r  dy dz

d2 11 d2 u x _ d2 u d2u , • d2u d2 u
'I  . .. 75 y ■ -  ~ 5 - ) +  ^(-5 y Q ) O

<)y ()z <)z (>y ()x <)z <>z <)x ()x dy <)y dx
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94 CAPITOLUL 5. OPERATORI

3. grad divV  =  V x (V x V) +  AV
Intr-adevăr,

J  x- Pr d  <d P  d Q  d R ^
grad divV  = +  ^ - ) î +

dx dx dy dz

d 
dy

DP dQ dR ... d ,d p  dQ d R .r
dx dy + dz 3 dz dx dy + k  = dz

Dy dx
^ _ ^ P  d^R d2P (PP d2P
dy2 dz2 + dx dz dx2 dy2 dz2

&R
+ j ^dz dy

Ș^Q ^ P _ . ,  J Ț Q  , 
dz2 dx2 Dx dy’ n  dx2 .«!Q +  ̂ 2 )+ T fl2! 'T

cPP 
+k( o  n  dx Dz

^ R _ ^ R  dPQ -■ Ei2 R 
dx2 dy2 +  dy dz dx2

& R d2R
Dy2 +  dz2 ’ '"

=

î  j  k
L  L
dx dy dz

dR dQ dP dR dQ dP 
dy Dz Dz dx dx Dy

= V x (V x V) +  ă V

+ AV =

4. div ro tV  =  V - ( V x  V) =  0 
Intr-adevăr,

□

dx dy dz 
P Q R

dx dy Dz Dy Dz Dx Dz Dx dy
d2R cPP d2Q _ &Q _ â2R _ D2 P 

Dx Dy +  Dy Dz Dz Dx Dx Dz dy Dx Dz Dy
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5.rot rot V = V(V • V) -  AV
Intr-adevăr,

rot. rot V = V x (V x V) = V(V • V) -  (V • V)V = V(V • V) -  AV

□

5.4 C alculul irtegral în teoria câm purilor. 
Form ule integrale

Formule integrale

1) Fie vectorul A = p grach/> unde p  și 0  sunt două funcții scalare
cu derivate parțiale de ordinul al doilea continue pe S  U Q unde 
suprafața S  este închisă și să aplicăm formula flux-divergenței
sau ( 4.20) :

l / n - Ă d o  
s

=fff
n

div Adu’

Dar

n • Ă  = fi • (99 grad i/T) — pii • = <p(n ■ V)0 — <p-p-
dn

div Ă  = V-(p grad 0) = V-( <, V0)+V-(y>V0) — V0.V<p+(/?A0 
Rezultă:

y (p-^-do= yyy [<pA0+ 
s n

(5.1)

numită prima formulă a lui Green.

2) Fie <p — 1 obținem din relația ( 5.1):

(5-2)
s n
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3) In ( 5.1) vom schimba pe cu i/> și obținem:

H  i/)^-da = I I + V92 • 
s n

Scăzând ( 5.1) și ( 5.3) avem :

J j ~  = fJJ(̂ △V' — V'Ay’)6̂
s n

(5-3)

(5-4)

a doua formulă a lui Green.

4) Dacă în formula ( 4.20) înlocuim funcția vectorială C(M) prin 
(p(M)ă, unde </?(Af) este o funcție scalară de punctul M, cu 
derivate parțiale de ordinul întâi continue pe S  U fi unde S  este
suprafață 
avem:

închisă iar a versorul unui vector constant oarecare,

s n
Dar

V • (g>a) = V • (</>a) + V • (y>a) = a ■ V99 + y ^ ^ d  — 3 • 
=o

adică:
a- <p(M)nda = a ■ m  grad <pdu>

s (i
cum a este versorul unui vector constant oarecare și cele două 
integrale din membrul stâng și membrul drept, reprezintă vectori 
care au proiecții egale pe orice direcție, înseamnă că sunt egali, 
adică : , .  __

grad <p du) 
n

(5.5)
s

care se numește formula gradientului.

5) Dacă în formula ( 4.20) înlocuim pe V cu V X d, unde d este 
versorul unui vector constant oarecare avem:

H (V x a) • rida — div(V x a) du->
s
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d ■ j j  (d x  V) da — jjj^  div(V x d) dw

dar : din (V X a) = V • (V X a) = (V X V) • a

a • yy (n x V) da = a • JJJ  V x V dw

și cum a este un vector constant arbitrar și cele două integrale 
reprezintă vectori care au proiecții egale pe orice direcție, înseamnă 
că sunt egali:

/ / . ' (n x V)da = X (5-6)

formulă care se numește formula rotorului.

5.5 Clasificarea câmpurilor vectoriale
Această clasificare se face după modul cum este condiționat câmpul 
vectorial V .
Câmpurile acționează intr-un domeniu D cuprins în regiunea IZ (mono, 
bi sau tridimensional) pe care-1 vom considera simplu conex sau multi­
plu conex, deoarece vom utiliza funcții uniforme respectiv multiforme.

Definiția 5.5.1 Domeniul simplu conex este domeniul în care orice 
curbă C se poate strânge în jurul unui punct interior domeniului în 
mod continuu.

Exemplu:
Interiorul unei sfere.

Definiția 5.5.2 Domeniul multiplu conex este domeniul în care există 
curbe C care nu se pot strânge în jurul unui punct inter ior în mod 
continuu.

Exemple:
Interiorul unui tor, cilindru infinit.

Categoriile principale de câmpuri vectoriale
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98 CAPITOLUL 5. OPERATORI

I. Câmpul uniform (constant) este câmpul vectorial V constant în 
mărime, dircție și sens în domeniul D C R. Ecuația de definiție: 
V = Vo .

II. Câmpul lamelar sau potențial într-un domeniu D, un câmp de 
vectori de forma : V(M) — grad ) este definită tot
pe D.

III. Câmpul irotațional într-un domeniu D este câmpul vectorial V(M) 
care are rotV  =  0 în toate punctele lui D.

Proprietăți ale câmpului irotațional VțM ) într-un domeniu aimplu cone

Propoziția 5.5.1 Circulația câmpului irotațional V de-a-lungul oricărei 
curbe închise C conținută într-un domeniu D este nulă.

C = y  V dr — y  y  rot Vnda — 0

Propoziția 5.5.2 Circulația câmpului irotațional V de-a-lungul oricărui 
arc de curbă cu aceleași extremități în D, conținut în întregime în D, 
nu depinde de arcul de curbă, depinde numai de extremități.

Demonstrație:

Fig.60

Intr-adevăr, fie două arce de curbă conținute în domeniul P , arcul 
AM B  și arcul ANB. Fie curba închisă T = AM B N A  

<£ V -d f=  [ -. V - d f i L  V d f= 0 - , f . d r  = + / ' „  V d r '
Jv JA M B  JBNA  JA M B  JA N B

□
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Propoziția 5.5.3 Orice câmp irotațional este un câmp potențial adică 
este gradientul unui câmp scalar.

Demonstrație:
Intr-adevăr, dintr-o proprietate a câmpurilor irotaționale, rezultă că 
integrala curbilinie din vector nu depinde de drum. Fie Mo(xo , yo , zo) 
fixat în D și M (x,y ,z)  variabil în D. Avem:

[  V • d f  = /  Pdx + Qdy + Rdz = M) = $ (x ,y , z)
J  M0 M JM 0 M

se știe că :
94» 94> , 9$

= — dx + —  dy + —  dz 
ax oy oz

prin urmare:
P  =  ^ '  Q  = i ^ ' R = = i r  

ox dy oz

și deci V = grad $  adică V  este câmp potențial.
□

Propoziția 5.5.4 Orice câmp potențial este irotațional.

Demonstrație:
Câmpul V  potențial înseamnă: V = gradip urmează că:
ro tP  =  rot gradtp =  0. Dar rotV — 0 înseamnă că V este irotațional.

□
Exemple de câmpuri irotaționale:

• Câmpul gravitațional newtonian în regiuni în care se află mase 
atractive (în gravifică)

—t• Câmpul electrostatic E în regiuni care conțin sarcini electrice 
(în teoria câmpului electromagnetic).

Proprietăți ale câmpului irotațional VțM ) într-un domeniu multiplu conex
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Fie un câmp irotațional într-un domeniu multiplu conex l). 
Intr-un domeniu multiplu conex se pot considera două tipuri de curbe 
închise.

a) Curbe C, cu proprietatea ca există o suprafață S, mărginită de 
curba C, conținută în domeniul D.

b) Curbe T, care nu au această proprietate. Curbele T sunt curbe 
care traversează cel puțin una din tăieturile pe care le putem 
face în domeniul multiplu conex D , pentru a obține un domeniu 
simplu conex D'.

D efiniția 5.5.3 Se numesc echivalente într-un domeniu multiplu conex 
D două curbe închise sau două arce de curbă, conținute în acel dome­
niu, dacă fiecare tăietură este traversată de cele două curbe, sau arce 
de curbă de acelaș număr de ori și în acelaș sens.

Fig.61

L-i echivalent cu L3 pentru că intersectează tăietura T  o singură 
dată și în același sens (Fig.61). L2 nu este echivalent cu pentru că 
nu intersectează tăietura T  de același număr de ori. L2 intersectează 
tăietura T  o dată și L4 intersectează tăietura 7’ de două ori.

Propoziția  5.5.5 Circulația câmpului irotațional V(A/) pe două curbe 
'echivalente este aceeași.
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D em onstrație:

Cazul I Presupunem că avem două curbe și C2 din prima categorie, 
adică penru care există o suprafață mărginită de aceste curbe Sj 
și S2 , conținute în întregime în domeniul D. Pentru determinarea 
circulației pe aceste curbe putem aplica formula Stokes, deoarece 
câmpul este definit în toate punctele suprafețelor S, și S2 și avem:

• n da - 0

C2 • n da = 0
s2

Cazul II Să presupunem că avem două curbe L2 §* ^3 din categoria a doua, 
care traversează o singură dată o tăietură T  și numai una. Fie Af2 
și A/3 punctele în care curbele L2 și L3 intersectează suprafața T  
și M2M3 arc de curbă aparținând tăieturii T.

Putem considera curba închisă:

C — L 2 U M2 M 3 U L3 U A/3 A f 2

care este o curbă de categoria întâi, care nu traversează nici o tăietură 
și dacă curba L2 este parcursă în sens direct curba L3 este parcursă în 
sens invers. Pentru această curbă vom avea:

<j>V • d f  = rotV da = 0
s

dar:

f> V ■ d f  = V ' d f i  V ■ d f  + / V d f- f  V • d f  
C JLț JMiM-s JL 3 JM3M2

Cum :
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[  V • dr = — [  V • dr și /  V • dr = — [  V ■ d f
J J  M 3 M 2  J « / L j

=> [  V d r + [  V d f -  [  V d f - [  V -d r = 0
JL% J M 2 M 3  J L ț  J M 2 M 3

=> [  V -d r=  [ V • dr 
JLț JL +

Urmează că dacă curbele L% și L3 traversează o singură dată o tăietură 
T  în sens direct circulația este aceeași. Demonstrația se extinde și la 
cazul când cele două curbe echivalente traversează de mai multe ori una 
sau mai multe tăieturi în același sens.

Definiția 5.5.4 Valoarea comună a circulației pe curbe echivalente închise 
ce traversează tăietura T  o singură dată poartă numele de constantă 
ciclică k asociată tăieturii T.

Propoziția 5.5.6 Dacă o curbă închisă T, conținută în domeniul D 
în care VțM ) este irotațional, traversează o singură tăietură T  de n 
ori în sens direct, atunci circulația lui V(M) pe T este egală cu de n 
ori constanta ciclică corespunzătoare acestei tăieturi adică:

j> V ■ dr = n k

Demonstrație: Să considerăm, pentru început, o curbă T care tra­
versează de două ori tăietura T  în sens direct (Fig.62). Fie A și B 
punctele sale de intersecție cu T. Unim pe A cu B printr-un arc de 
curbă trasat pe tăietura T. Circulația pe T este:

CAPBQRA — CA P BTCBQRA — =  CBAP B+CBQHAB

Curbele (Cj) : BAPB  și (C2) '■ BQRAB sunt închise, traversează o 
singură dată tăietura T  și circulația pe aceste curbe are aceeași valoare 
k deci:

<L V • d r = [  V ■ d r =
Jr JAPBQKA

[  V dr+ [  V -dr = 2k 
IC\ JCi
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5.5. CLASIFICAREA CÂMPURILOR VECTORIALE 103

In cazul în care curba T traversează tăietura T  de n ori (n > 2) în 
sens direct, (Fig.63) adăugând arce trasate pe n curbe echivalente se 
obține:

V • d f=  iik

Se aplică metoda inducției complete. Am demonstrat pentru n — 2. 
Presupunem că:

CAXBXA2B2 An -\Bn -\ — (n  ~

Atunci: CA x B x A iB r ..AnBn — CA .iA i +CA lB lA i 3-C4342 + CA 2B2A 3 3------H
^AnAn-1 ^An -iB„-iAn 3“ C n Bn AiA2 - An
= CA 2 A lB lA 2  3- Cl3yl2B243 3- • • • 3- C/UÂn-lBn-M,, 3- CA n B n A iA r ..An
Utilizând presupunerea făcută pentru n — 1 curbe echivalente avem:

^At Bt A2B2 AnBn ~  (n  — 1)^ + k —

Dacă curba T traversează tăietura de n ori în sens invers, atunci circulația 
pe T va fi — nk.

Fie două curbe Lj și L2 c e  unesc punctele A și fi cu deosebirea că L\ 
nu traversează nici o tăietură iar L2 traversează tăieturile 7’i,72 , ■ ■ • ,TP 
de /t], n2 , • • • , n„ ori.

Fig62 Fig.63
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Din proprietățile precedente rezultă : L =  Lj U L2

/  V  • d f  = /  V  • d f  4- /  V  • d f
JL JL \ JLț

d a r:^  V  • d f  =  ±nifc] ±  n 2/c2 ±  • • • ±  npkp , adică:

V  • d f  = j> V  • d f  ±  nifc] ±  n^kz ±  • • • ±  npkp

Semnul +  sau semnul — se alege în funcție de sensul în care este traver­
sată tăietura.

Propoziția  5.5.7 Un câmp irotațional intr-un domeniu multi­
plu conex este un câmp potențial adică este gradientul unui câmp scalar.

Dem onstrație:

Fig.64

Fie A (x o ,y o , zo ) fixat în D și B țx ,y ,z )  variabil in T> (Fig.64) atunci:

= jAH ? d x  + Qd y + # ) = //. *)
(5.7)

Dar știm că:

t  V  • d f  — [  V  • dr'E n\k\ ±  / t 2 Ă,’2 ±  • • 
J L J Jl.y

i  itpk.p (5.8)
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Din relațiile ( 5.7) și ( 5.8) rezultă:
r P
/ V • d f  4- 57 ±n,A\ — y, z)

•'L ' i= l

Notăm g?o(x,y, z) — / V • d f  numită determ inare principală a
J L\

funcției y, z).
p

y, z) = y, z) 4- 57 Cum
«=1

du? du? du? du? „ du? „ du?
du? = ~^~dx 4- ~~~dy 4- ~^~dz rezultă că: P = -Ț~ \Q  — deci:

dx ây dz dx dy dz
V = grad </?(x,y,z) adică gradientul funcției g?(x,y,z) este egal cu
V(A7) în tot domeniul D' obținut din D prin introducerea celor p 
tăieturi.

5.6 Câm p solenoidal
D efiniția 5.6.1 Numim  câmp solenoidal într-un domeniu D câmpul 
vectorial V(Af) care are divergența nulă în toate punctele domeniului 
L) adică:

div V (M ) = 0.

Propoziția  5.6.1 Dacă câmpul V(A4) este continuu în domeniul D și 
pe suprafața S  care mărginește acest domeniu și solenoidal în dome­
niul D , atunci fluxul lui V (M ) prin orice suprafață închisă D conținută 
în domeniul D este nul.

Dem onstrație:
VZ(A/) este solenoidal adică div V (A/) — 0 și deci:

y y  V • iidcr = div Vda? — 0 

£ Q

S-a ap licat form ula fiux-divergență. R ezultă că în interiorul unui dom e­
niu Q m ărgin it de sup rafa ța  inchisă S  pen tru  care V  este solenoidal nu 
pot fi izvoare sau puțuri.

□
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Propoziția  5.6.2 Fluxul unui câmp V (M ) solenoidal este același prin 
orice suprafață S  subântinsă de o curbă C.

D em onstrație:

Fig.65

S  = 5i U Sa ; f [ V n d a  = [  [  V  • n da + [  [  V  • n da
JJ J JSi J Js2s

Dar: J J  V  • n da — J J J  div Vduj — 0

cum: /ÎSj =  — ns2 avem J  J  V  ■ ~n da — J  J  V • n da =  0

Dar de pe suprafața S% vedem însă sensul de parcurs pe curba C invers 
decât după Si. Folosind sensul direct de parcurgere avem:

Propoziția  5.6.3 Fluxul unui câmp V(M ) solenoidalprin orice secțiune 
transversală intr-un tub de vectori (sau tub de curent) este același:

■

Dem onstrație:
Să considerăm suprafața S mărginită de curba închisă C. Prin fiecare 
punct al suprafeței S  trece o linie de câmp L cu proprietatea:

V X dr — 0 sau V • ii — 0.
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Liniile L generează un domeniu D mărginit de o suprafață L) este 
numit tub de vectori iar S/ suprafața tubului de vectori (Fig.66)

Fie Si și S-z două secțiuni în tubul de vectori și Si porțiunea din 
cuprinsă între cele două secțiuni . 5  — S\ U S-z U Si este suprafața 

închisă care mărginește un domeniu fi închis.
Cu formula flux-divergență:

din

dar:

Dar pe suprafața Si avem: V • n = 0, pe suprafața Sj : n's, — j-riSl și 
pe suprafața S-z : nS2 = —nS t. Rezultă:

Fig.66

Definiția 5.6.2 /•'luxul printr-o secțiune. in. tub notat 1, se. numește 
intensitatea tubului de vectori.
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Propoziția  5.6.4 Condiția necesară și suficientă ca un câmp vectorial 
V(A7) definit în D să fie solenoidal este ca în orice punct din D să 
existe câmpul vectorial W țM ) astfel încât să fie satisfăcută relația:

V(M) = rot W (M )

W țM ) se numește potențial vector al câmpului solenoidal V (M ).

D em onstrație:
Suficiența: Dacă există IV(A7) satisfăcând relația: V  = rot W  atunci:

dw V  = V- V = V- VxW? = 0

Necesitatea: Ipoteza problemei este div V  = 0 și trebuie găsit vectorul 
W țM )  ce satisface ecuația:

V  = rot W  (5.9)

Construim o soluție particulară a ecuației. Pentru aceasta raportăm 
câmpurile vectoriale V  și W  la triedrul i ',j,k  și avem:

V  = V2j  + V3k

W  = W f l  W2f+  W3 k

Dar: 
i i k 

y  =  ±  d_ 
dx dy dz 
IVi W2 IV3

adică:
aiv3 dW 2

dz 
dW 3- - x - 2  = V2 (5.10)

dx
- - Y 2  = V3

unde Vi.VjjVs sunt funcții cunoscute și W],WZ2,W'3 sunt funcții ne­
cunoscute. Vrem să determinăm numai o soluție particulară a aces­
tui sistem, de aceea putem particulariza problema cât este posibil 
ca să integrăm mai ușor.
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Căutăm soluții cu W-2 (x,y,z) — 0 și sistemul de mai sus devine:

a
' ~d~ =

dw 2 dw> _
. dx dy 3

Din prima relație a sistemului:

W2 = - [  Vi(x,y,t)dt + f(x ,y )

(5.11)

Din a doua relație a sistemului:

W i = [  V2 (x,y,t)dt + g(x,y) 
J ZQ

cu f(x ,y )  și g(x,y) funcții arbitrare. Cu funcțiile W i(x,y,z) și 
y, 2) astfel determinate se verifică cea de-a treia ecuație a sis­

temului:
dw 2 =  f z d v ^ x ’y ’^ d t  +  d f ( x >y) 

dx J ZQ dx dx
dW x _  r- dV2 (x,y,t) dg(x,y)
dy Jzo dy dy

înlocuind avem :

f  ( 9Vi , dV2 i 5 /(x )ÎZ) dg(x,y)
~ d t  +  ~ d i . d T  =  V3

Cum V(A/) este solenoidal adică div V = 0 avem:

dV} dV2 dv3
dx + dy dz

avem:
p d v ,  d f  dg/ ~ d z  + —  -  —  = V-^x,y,z)Jz0 dz dx dy

-  V3 (;r,y,c0 ) + — -  — = V-^x, y, z) 
dx dy
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V  d9 l / t  1

j'
Particularizând funcția g(x,y) — 0 obținem: —  — y, z0 ) adică: ox

/ ( x , y ) = /  V3 (t,y ,zo)dt 4-</>(y) 
Jxo

Pentru p(y) =  0 am determinat o soluție particulară a sistemului 
( 5.11), deci un vector \fi° care verifică ecuația: rot W° — C vectorul 
W° este un potențial vector al câmpului V și este dat de:

W° = î [  V2 (x,y,t)dt + j[ -  [  Vx(x,y ,t)d t+  /  V3{t,y,zo)dt\ 
J ZQ  J ZQ jX(J

Dacă vectorului W° îi adăugăm gradientul unei funcții scalare y? arbi­
trare, obținem tot o soluție a sistemului ( 5.11) deci tot un potențial 
vector:

w  = W° + grad p  (5.12)
unde rot W — rot W° + rot grad p. Dar rot grad p — 0 deci: rot W — 
rot W° = V.

□

Propoziția 5.6.5 Două soluții W țjild ale ecuației ( 5.10) diferă prin 
gradientul unei funcții scalare.
Demonstrație:
IV și C soluții ale ecuației ( 5.10) înseamnă: rotW — V și rot ( ' — V 
Plin scăderea acestora avem: rotțW  — C) — 0. Deoarece orice câmp 
irotațional este un câmp potențial avem: W — C = grad p  = >  IV s= 
C 4- grad p. Deci IV se exprimă sub forma ( 5.12).

□

5.7 C âm p  lap lac ian

Numim câmp laplacian sau armonic câmpul V(A-/) care este simul­
tan irotațional și solenoidal intr-un domeniu 1) din R adică:

rot V (A /) -0 ;  div V(A/) = 0.
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Dacă câmpul este irotațional: V = grad f(M )  deci V • V = V • Vf  
cum V • V = 0 ==> V • V = △/  — 0 adică:

#7 #7 #7 
dx2 + dy2 + dz2

Prin urmare un câmp vectorial armonic este un :

• câmp vectorial potențial

• al cărui potențial satisface ecuația lui Laplace.

Soluțiile ecuației Laplace se mai numesc și funcții armonice.
Presupunem în continuare că funcțiile armonice sunt definite într-un 

domeniu D mărginit de suprafața închisă S.

Teorema 5.7.1 Pentru funcția armonică avem:

JJ dn s

Demonstrație: Utilizând prima formulă a lui Green obținem:

I J  ̂ d ‘7 = // /<  w ™ +  
s n

Pentru — 1 și xf armonică adică — 0

/ / ^ = o
JJ dn s

□

Teorema 5.7.2 Dacă și xp sunt armonice are loc relația:

< /o , .-  xj’— )da — 0 dn
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Demonstrație:Utilizând a doua formulă a lui Green obținem:
s

— =  / / / ~  ndar △</? =  O și Aip =  O prin urmare:
□

Teorema 5.7.3 O funcție f( M )  armonică diferită de o constantă nu 
poate avea un maxim sau minim în D .

Demonstrație:Dacă funcția armonică f( M )  ar avea un maxim în punctul M o (xo , yo ,z o ) din D , atunci în Mo ar trebui să fie satisfăcută condiția:
& f  d2 f  & f
dx2 8z2în contradicție cu ipoteza △/ =  0. Dacă se presupune că în M o funcția 

f  are un minim, atunci este necesar ca în M o să fie satisfăcută condiția △/ > 0, în contradicție cu ipoteza △/ — 0. Din teorema de mai sus rezultă că o funcție armonică în D  își atinge valorile maximă și minimă pe frontiera S  a lui D.
□

Câm p biscalar

Definiția 5.7.1 Câmp biscalar este câmpul vectorial \P care satisface 
ecuația: V  — A grad u unde A și u sunt funcții scalare nenule.

Propoziția 5.7.1 In fiecare punct din domeniul D  în care câmpul bis­
calar V țM ) este definit, V  este perpendicular pe rotorul său:

V  ■ rol V  -  0
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D em onstrație:
ro tV  — rotțAgrad u) + ro t{W u ) = VAx Vu +AVx (Vu) — — V u x  VA

V  ■ rot V =  -A  Vu • (Vu x VA) =  0

□

P rop oziția  5.7.2 Câmpul biscalar V nu admite un potențial scalar 
din care să derive , adică nu există o funcție p  așa fel încât V  să poată 
fi scris V  — grad p

D em onstrație:
Intr-adevăr, dacă V  ar deriva dintr-un potențial p, atunci el ar trebui 
să fie irotațional, adică: ro tV  — 0. Dar rotV  = —grad u X grad A 0 
pentru orice A și u.

□

5 .8  C â m p u l gen era l (oarecare)

D efiniția 5.8.1 Câmpul general este câmpul vectorial V țM ) care nu 
este supus nici uneia din condițiile indicate la tipurile precedente, dar 
care poate fi supus altor condiții.

P ropoziția  5.8.1 Câmpul general V poate fi descompus într-un câmp 
irotațional și un câmp solenoidal V  — V, + Vs cu condițiile ca: 
rot V  = rot V9 și div V  — din Vx .

D em onstrație:

div V = div Vi + div Va = div V, 

rol V  = rot Vi -I- rot V  — rot Va 

pentru că div V, = 0 si rot V, = 0 .

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



114 CAPITOLUL 5. OPERATORI

5.9 Determinări de câmpuri.

Determinarea unui câmp scalar de gradient dat .

Fie câmpul vectorial :
-->
V — gradip

cunoscut , se cere să determinăm funcția <p(x,r/,z) .
Problema este posibilă dacă rol V — 0 adică :

i T k
A £  £ 
dx dy dz 
P Q 11

dx dy
In aceste ipoteze , funcția <p va fi determinată de sistemul ;

Rezultă :
d^ = P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz
și : <p(.r, y, z) = j MaM P(x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + H(x,y, z)di
unde A7oeste un punct fix si M un punct arbitrar din domeniul I) , 

Funcția <p(.r,y,z) este determinată in afară de o constantă arbitrară și------
este după cum am definit-o potențialul scalar al câmpului V(M) .

□
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Exemplu : Să se determine potențialul scalar al câmpului :
17 = (yz 4- 4c) i 4- (xz + 4y) j  4- (xy 4- 4x) A:

-—>
Condiția ca V să admită un potențial scalar rot V — 0 este 

îndeplinită

d<p

d<p

yz 4- 4z

xz 4- 4y

xy 4- 4x
Funcția:

— f  (Vz  + 4z)dx 4- (xz 4- 4y)dy 4- (xy 4- 4x)dz = 
MoMx y  z

f  (yoZo 4- 4z0)d.T 4- f ( x z o 4- 4y)dy 4 f  (xy 4- 4;r)dz
fa Vo Z»

— / (î/~ + 4z)dx 4- (xz 4- 4y)dy 4 (xy 4- 4;c)dz
M0 M

x  y z
y 4- 4zcl)dx 4 y (xz„ t 4y)dy  I (xy  I 4x)dz ,

Xu y.. z u

= x y z  4 4.rz +  2 / /  (x oy„zu 4- 4.c„;o 4 2//^)

- C

adică : y>(x,y, c) — ./ yz  4 U z 1 2//2 1 ( '
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D eterm inarea unui câmp vectorial de rotor și divergență dată

Se definește într-un domeniu D  funcția p(x, y, z) și vectorul U  (z, y, z).Se cere să se determine câmpul vectorial care să aibă rotorul egal cu U  și divergența egală cu p , deci :
rot V  =  U  (x ,y , z) 
div V  =  p(x, y, z)Problema este posibilă dacă :

divT f — 0Se vor rezolva câteva cazuri particulare :
1 .) Determinarea unui câmp irotațional și solenoidal, . f ro tV  =  ~0\ >

[ div V  =  0
Din rot V  =  0 rezultă V  — gradip și div =  V  ■ =  0Soluția sistemului este:

V  — grad(p unde △</? =  0 adică <p este armonică .Ecuația △</? =  0 este numește ecuația lui Laplace.

II .) Determinarea unui câmp irotațional de divergență dată .
, e  , rot V  =  0
\^2/ * — >

div V  =  p (x ,y , z)

Din rot V  — 0 rezultă V  =  grad<p și div V  =  V  • V9? =  —Soluția sistemului este:
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V  — grad<p unde — p(x, y, z)Ecuația △</? — p (x ,y ,z )  se numește ecuația lui Poisson .

111 .) Determinarea unui câmp solenoidal de rotor dat

rot V  — U< __
div V  — ODin div V  — O rezultă

dui du-y du3— - 4   4 - dx dy dzDin ecuația rot\^ — U  se construiește o soluție particulară V °  (ca la propritățile câmpurilor irotaționale ) . Soluția ecuației este:
V  =  grad<p 4- V °unde este o funcție arbitrară. Dar div V  — 0 <=>

div +  V  • =  0
=  - d i v V °este ecuație PoissonSoluția sistemului este:

— gradip 4- 17° unde este potențialul scalar ce verifică :
△i/? =  - d i v  V °

IV  .) Detemiinaiv.a unui câmp de rotor dat t̂ i de divergență dala.
r o tV  =  U  
- ¥

div  V  — />(./', y, 2)
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Vom căuta soluția sistemului (S4) ca sumă de doi vectori: V =V| 
+ V-2 unde și Vj satisfac condițiile:

I rot Vx = U
( div Vj =  0

rot V-2 — 0 
div V? = p (x ,y ,z )

Vj este soluție a sistemului (S3) și V2 este soluție a sistemului (<S’2 ) 
Rezultă că soluția sistemului (S4) este :
V  =Vj +  V2 unde : rot V  =  rot Vi +rot V2—

d iv V  = div Vi +div V2— p (x ,y ,z )
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C oordona te  curbilinii 
genera liza te

C o o rd o n a te lo r  cu rb ilin ii 
g e n e ra liz a te  .
C o o rd o n a te  cu rb ilin ii o rto g o n a le  .
O p e ra to r i  d ife ren ția li în  co o rd o n a te  
cu rb ilin ii o rto g o n a le  .

6.1 C o o rd o n a te lo r  cu rb ilin ii g en e ra liz a te
Rezolvarea multor probleme practice se poate ușura dacă se folosesc 
coordonatele curbilinii diferite de cele carteziene .

Trecerea de la coordonatele carteziene (rr,y,z) la coordonatele cur­
bilinii ((Zi, <7-2> <7:<) s e  face Pe  baza biunivocității între punctele spațiului 
și coordonatele lui prin relațiile :

=  34'91,9-2,93)
- .9 =  .9(91,92,93)

c = -(91,92,93) 
Vectorul de poziție :

’ 9i =  91 (x .y ,z )  
' 92 = 92 (*,?/,<) 
. 93 = Q Ă'^y,z)

r ’ — .r i 4- y j  + z k  in noile coordonate este :

119
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=  ^(<71 .<72, f t )
Deplasările punctului M pe curbele de coordonate sunt :

—• d~r*— dr\ — —— dqx dqi

----- ♦ d~r*MM2 = dr2 = dq2 dq-i

----- ♦ d~r*MM3 -- dr3 = —— dq3 d<13
Să considerăm versorii tangenți (Fig.68) la curbele de coordonate qi, q2 ,q3 

și să-i notăm cu :

Cj , 6 2 , 6 3

Dar pe curba coordonată qi variază numai qi ;

d r 
dqi 

este un vector tangent la curba qi .

Notăm prin :

d r
//, = ; //2 =

d~E 
dq2

d~r
<̂]3

; //;. =
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6.1. COORDONATE GENERALIZATE 121

deci:

—— — H\C\ ; —— — H2 e2 ; —— — H3 e3 dqi dq2 dq3

Cum :

d(x i + y j + z k )  dx —> dy —+ dz —,
-------’ + â ^ 1 k

vom avea :

< l 2̂ (l - 2 +(t ’2 t < ’2 -= < 1'2'3*

Cantitățile ; H2 ; H3 se numesc coeficienții lui Lame .

Să considerăm și versorii normali la suprafețele de coordonate :

<71 =  <7Î i <72 =  <72 i <73 =  <73

și să-i notăm cu zij ; n2 ; n3 .
Vectorii grad qx sunt normali la suprafețele :

<7. = <7,° ; {1,2,3}
prin urmare :

717 = 7----- j ----.9r a d  O' =  {!>2 >3 }। grad gt |
unde :

/i, =| grad qt | ; i = {1,2,3} 

adică :

n* = —grad q, ; i = {1,2,3}
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122 CAPITOLUL 6. COORDONATE CURBILINII

Se deduce că :

grad q< — h in f]i =  {1,2,3}

Dar :

grad 4- ^ 7 *  +  k ; i = {1,2,3}
dx dy dz

deci :

= (^ ,2 + (^ )2 + (t ; ,2;
ox ay uz

Cantitățile hi ; i — {1, 2,3} se numesc param etrii diferențiali de 
ordinul întâi .

D efiniția 6.1.1 Vectorii: (u j,U2,u3) și formează un sistem
de vectori reciproci unii față de ceilalți, dacă sunt îndeplinite relațiile:

Ui.Vi = 1 și
iîi.Vj = 0 pentru i j

Să arătăm că vectorii grad qi formează un sistem de vectori reciproci 
cu

dqi '
Pentru aceasta trebuie să arătăm că avem: 

grad ?«• = 1

grad qt -^~ = 0 pentru ți /  j )  UV
Dar din :

\ d~r* d~E
d r țq^q^q-i) = ^ —aqi + — - dq2 + dq3 dqi dq-i dq3

înmulțind scalar cu grad qi ambii membri obținem ;
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6.2. COORDONATE CURBILINII ORTOGONALE 123

dq. =  grad q,d r+ — (grad q..
d r d r d r
-x—^dqi + ̂ grad q.. —  )dq2+(grad q..—-)d q 3 dq\ dq-2 dqt

și cum dq\ , dq2 , dq3 sunt independenți , rezultă că pentru :

i = l = >  5 ra d g ,. |£  = l ;
* = 2 ==> grad q , . ^  = O ;
î = 3 = >  grad q . . ^  = O ;

9r a d  q i . ^  = O ;
9r a d  S = 1;
grad $ • £  = 0 ;

9r a d  = 0

9rad q ^  = O
9™d £  = 1

□

6.2 C o o rd o n a te  cu rb ilin ii o rto g o n a le  .
Sunt coordonatele curbilinii al căror curbe de coordonate sunt perpen­
diculare două câte două în orice punct M al domeniului . Rezultă că 
pentru coordonatele curbilinii ortogonale , vectorii :

n / , , n$ coincid cu vectorii : și sunt perpendiculari
doi câte doi , deci avem relațiile :

n i = 'e t , n t - T Î j —0 ,T i - 'e J  = 0 (6-1)

pentru i /  j
Dar pentru ca un sistem de coordonate curbilinii să fie ortogonal 

trebuie ca:

d~r* d~r* dx dx dy dy dz dz
dq. dqj dq. dqj +  dq. dq, + dq. dqj $

. ■ Oqj (Iq. dqj dq. dq3grad q. • grad q} = —  • —  + —  • —  + —  • —  pentru t j

Dacă coordonatele curbilinii sunt ortogonale , putem găsi o relație 
intre coeficienții lui Lame 11, și parametrii diferențiali de ordinul întâi 
li, ./\vem :
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124 CAPITOL UL 6. COORDONATE CURBILINII

_ > dT* _ , 
grad qi = hi e, și -y— =  IR ei

Din relațiile de reciprocitate :

grad q, ■ —— =  1 
dqt

adică : 

h{ Ei Hi e? =  1 = >  hi Hi — 1 => hi = —  pentru i — {1,2, 3}

Pentru vectorii grad qt se obțin relațiile :

grad qi — hi n t ==> grad qi —  n ț pentru i — {1,2,3} 
Hi

□

Elem entul liniar în coordonate curbilinii ortogonale .

Să raportăm vectorul d~r la vectorii E\ ,E i  ,7% , Vom avea :

_i d~r* d r d~E _ t , 
d r  = —— dqy + dq2 4- —— dq3 = IRdqi C| + H2dq2 e2 V H3dq3 e3Bq\ dq2 oq3

H\dq} ; H2dq2 ; H3dq3

se numesc com ponentele curbilinii ale vectorului d r r . Dar :

d~P • d~r* = ds2

§i cu relațiile precizate între ej , e2 ,e3 avem:
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ds2 — H 2dq2 + H2 dq2 4- H3 dq3

125

(6-2)

numit elementul de arc în coordonate curbilinii ortogonale .

E lem entul de volum  în coordonate curbilinii ortogonale.

Se știe că :

d r
d r  i =  —— dqt = >  tfr*] =  Hplqi e } dq\

_. d~r* _ > _ > 
d r 2 = ~z— dq2 => d r 2 = H2dq2 e2

_ > d~r _ + _ +d r 3 = —— dq3 => d r 3 = H3dq3 e3 oq3

dar elementul de volum este produsul mixt al celor trei vectori ele­
mentari:

dV  = (Hidqi&f , H2dq2 e l , H3dq3 eJ)

adică :

dV  = H\H 2 H3dq\dq2dq3 (e\ , 6 2 , 6 3 )

Dacă sistemul este ortogonal (e? , e j , e?) — 1 elementul de volum 
este :

dV = H i H2 H3dqi dq2dq3 (6-3)

Tipuri de coordonate curbilinii ortogonale

Coordonatele cilindrice.
Intre coordonatele cilindrice (p, 0, z) și cele carteziene (.r, y, z) există 

relațiile (Fig.69):

■j = p cos 0
y = p sin 0 și

p = y/x2 + Ț 5 
0 = arctg*
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126 CAPITOLUL 6. COORDONATE CURBILINII

Cu notațiile de la coordonatele curbilinii generalizate avem : 
Qi =  P, q-2 =  0 , Q3 = z

7* — p cos 0 i + p sin 0 j  4- z k ;
d~r 
dp

= cos 0 i +  sin 0 j

d r  • a ~  — - -p s m f)  rdO r

Se obține :

—> —» dT* —।
4- p cos 0 j  +  0 k ; -7—- — kK J  ' 8z

d~r* dT* 
dp dO

d~r* d~r* n d T ' d~r*---.---  = 0 ■---• — —  = 0
do dz ’ dp dz

Coeficienții lui Lame în coordonate cilindrice sunt :

//1 = d~r* 
dp

— \/cos20 +  sin a <9 ~  1

IL2 =
d r 
7)0

= \Jp^țcos 20 4- sin 20) =  p\ Hi — 1

Elementul de arc în coordonate cilindrice cu (6.2)este :

ds2 = dp2 + p2 d#2  4- dz2

Elementul de. volum în coordonate cilindrice (6.3)este :
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6.2. COORDONATE CURBILINII ORTOGONALE . 127

dV =  pdpdfldz
□

C oordonate sferice
Intre coordonatele sferice (p,0,p) și cele carteziene (x, y, z) există 

relațiile:

x — p cos 0 sin 92
y = p sin 0 sin p  și 
z = p cos p

p  =  y jx 1  A y 1  A  z 1

0 = arctg*
p  = arccos

Cu notațiile de la coordonatele curbilinii generalizate avem :

91 =  P > 92 =  # , 93 =  <P

0q\

Oq-i

_ t e ------------------------------------------ ►
r  =  p  cos 0 sin  921 4- p  s in  0 s in  ip j  +  p  cos ip k

d~r*  —7+ . —T» — >
— — =  s in  p  cos 0 i  4- sin  p  s in  0 j  4- cos p  k  
Op

d~r*  - y »  —  > — »
——  =  —p  s in  p  s in  O i  4  p  sin p  cos 0 j  4- 0 k

——  — ——  =  p  cos 0 cos p  i  A p  s in  0 cos p  j  — p  s in  p  k  
()(]s Op

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



128

Se obține :

â~r* 9~r 9~r" 9~r 9~r*
9p 90 ' 90 9g> dp 9<p

Coeficienții lui Lame in coordonate sferice sunt :

3~r* /-------------------- *--------------------
Hi =1 -r— |=  v«in 3 <p(cos 2 0 +  sin 2 0) + cos 2 <p =  1 

op  ’

Q~^ ______________________
/ / 2 >=>| -75— |=  J p 2 sin 3 ip(cos2 0 +  sin 3 #) =  psin<p

90  v

«3 =  P

Elementul de ave în coordonate sferice cu (6.2)este : 

da3  =  dp3  +  p3  sin 3 <pd#3  +  p3 d<p3

Elementul de volum în coordonate sferice cu (6.3)este ;

dV =  p3  sin <pdpd#d<p

□

6.3 Operatori diferențiali în coordonate 
curbilinii ortogonale.

Pentru a putea utiliza coordonatele curbilinii , trebuie să determinăm 
expresiile gradientului, rotorului , divergenței qi operatorului lui Laplace 
in aceste coordonate .

Gradientul grad $  în coordonate curbilin ii or togonale : </[, , </£ 
Cu proprietatea :

gradF(<p) =  F (ip)grad<p

rezultă :

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



6.3. COORDONATE ORTOGONALE 129

d® rM' <9<I>
grad®(qi,q2 ,q3 ) =  77— grad qt + —  grad q2 + 77- grad q3 dq\ dq2 dq3

Dar:

grad =  /^e} =  i 1 =  {1 ,2 ,3 } (6-4)

deci:

1 ai» _ 1 fl«I> . 1 <9<I> .
+ ~  —  C1 +  - ^ C j

în coordonate cilindrice avem :

1 J t , „ x M >, 1 . /)<!>.
grad<F(/ J ,d ,z) = —  e 1 +  - —  e2  + — e3

iar în coordonate sferice avem:

, n  x A® ~ I M » .  1 M> . 
grad4>(/>, 0, p) = —  ej + ---- ;---- - —e2  +  -  — e3  .

dp p sin <p dl) p dp

O

R otorul rotV , în cazul coordonatelor cu rbi 1 inii ortogonale :
Fie :

V  =  Vie? +  V-2 e^ +  V3 e^

Avem:

rot V  =  rot(F|e7) + rot(V2 e^) + rot(V3 e^)

adică :

rol V = grad V\ x Eț  +V } rol e7+grad V2 x ej +V2rot +grad V3 x e? +V3rot 
(6-5)
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130 CAPITOLUL 6. COORDONATE CURBILINII

Pentru a calcula rot e, , ținem seama de relația ( 6.4) . 
Dar :

rot grad q, =  0 

rot grad q, =  rot(jj-~e^)

Urmează că :

1 — . 1 -♦  A—  rot e, + grad —  x e, =  0
//, Hi

din:

«radjy- =  grad H, ; » =  {1,2,3} 

rezultă :

rot <7 =  jyj grad II, x <7 ; i =  {1,2,3} 

Urmează că :

(6.6)

Vi rot <7 + grad Vi x <7 //, grad H, x e? + grad V, x e ,* =s

= grad H, + grad Vi) x <7 = ~grad(ViH i) x Ti ; i = {1,2,3}

Introducând in expresia lui rot V  din ( 6.5) obținem :

3  1rot V  — 52 rj-grad(V|Hj) x e?
Ui "<

□

Divergeiița divV  , în coordonate curbilinii ortogonale: 71,92,93 
Fie :
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V  — Vj e ț  4- V2 C2 4~ V3 e 3

Avem:

d iv V  — div(Vi ef) + d iv iz e z  ) 4- div(V3 63)

adică :

= grad Vt • + V\div e ț + grad V2 • e j +
+V2div + grad V3 • + V3 d iv l*

131

(6-7)

Pentru a calcula div e< , ținem seama de relațiile:

x =  e j  x e? , = e ț x

de unde :

div  e]* =  V • (e-a x e?) — rot e? • e-j -  rot e j • e j

Dar cu formula ( 6.6 ) avem :

div e ț  = e j  ■ grad H2 X e j) -  • -^-( grad H3 x c j)
ri2 rl3

div e7 =  («2 x  ^3) ' v r  grad ll2 4- —  grad H3

div eT =  (e^ x e j) • ——- grad(H2 H3 )

adică :

div «T =  eT • — — grad(H2 H3 )

Prin permutări circulare obținem :

div e2 = «2 • gradulR ll3 )
//,//:«
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d i v e ț =  e j  ■ —±— gra d (H 2 FR) 
«2  n  i

In troducând  în expresia ( /w V  din ( 6.7 ) obținem  :

~ ~  e? • grad(H 2 H3 ) 4- 
112113

V2 _
— - e2  • g r a d (H if l 6 )A 
r R r i3

J£ e? • g ra d (lR  H2 ) + grad  Vi • e? 4- grad V2 ■ e2 4- grad  V3 ■ e3

d i v V  =

4-62 •

£3 •

e? ' [ « S h i 'r a d ( / / 2/ / 3) +  y , a d V i]

- ^ g r a d ( F R  H3 ) 4- gradV 2 4- 

j ^ g r a d (  H2 FR) 4- gradV 3

d iv  V =  7777776? • grad(FF2 Fl3 V\) 4- 7777776? • grad( I R I R V ^ T  

+ aȚhh ad( 2H2 V3 )

- , 1 \grad(H 2 II3 Vi) ■ FR~e? + grad(FI3 FRV2 ) ■ I l2 e2 -I
liv V = ------------ L _ j

//1 //2 //3  T g ra d (H 2 II\V 3 ) ■ U3 e3  j

Dar:

_ » _ , d^> <9<I> râl»
//)« ! gradd> =  / / |C , ■ (—  - grad  g, 4- —  grad g2 4 —  grad g3 )

()<l\ dq2 ()gA

sau u tilizând (6.4) se obține :

,, M> 1 , (H' 1 ..... <4‘P 1 , /AP
Z'1’ ' 1 • < 77" <1 F —-  ----- f'2 | -- - < ! ) -

(>>h IR 'J</2 II'/ (>q3 ll.i J g t

l i dn< I 111 coordonate curbilinii ortogonale este;
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6.3. COORDONATE ORTOGONALE 133

d iv V  = „ J (H 2 H 3 V !) +  A ( H 1 H 3 V 2 ) +  A ( H 1 H 2 V 3 )
H 1H 2 H 3  [<9qi <9q2  <9q3

□

Operatorul lui Laplace în coordonate curbilinii ortogonale: 91,92,93
Operatorul lui Laplace a fost definit astfel :

△ <1> = div gradfy — V • V ‘I>

Dar:

gradQ =
1

dqi Hi
<9$ 1 <9$ 1

e i + 7T~ ~TT 62 +  n----- u~ e 3
dq2 i l 2 dq3 H3

Se aplică acestui vector divergența unde:

_  <9$ 1 _  d4> 1 _ <9<I> 1
1 dqi Hi ' * dq2 H2 ’ 3 dq3 H3 

Obținem:

= 1 d  H 2 H 3  <9$ d  HjHjjdS» d  H 2 H1 <94»
H 1H 2 H 3  [â q i  Hj <9q i  ’ +  âq 2

( " H 2  c9q2
) +  dq3

( H 3  aq 3
}

a

Pentru coordonatele cilindrice :

9i = p ;  92 = 0 ; 93 =  z 

coeficienții lui Lame sunt :

/11 = 1 ; H2 =  p ; H3 = 1 
și pentru laplacian avem exprimarea următoare :
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134 CAPITOLUL 6. COORDONATE CURBILINII

A<4> =  -  
P

d , d$> d M  d  , 
dp^p dP  ̂ +  do^P do^ +  dz^p  dz >

adică :

1_5 dȘ» 1 a 2 ^  a 2 ^  
p dp P  dp +  p2  dO2  +  dz2

□

Pentru coordonatele sferice :

q i= r  ■, q2 = o ; =  <p

coeficienții lui Lame sunt :

Hi =  1 ; H2 — r sin 92 ; H3 = r 

și pentru laplacian avem exprimarea următoare :

=
1 r d . 2 . d $  d  1 d $  d  <9C> 

— ----  — r  s in ^ — ) 4- — ---- — ) + — (8in92—
r 2 sin (p dr or 06 sin 92 uf) op  ap  

adică :

2 ^  1 d2 &
r 2  dr Or r 2 sin</2 502

1 3 .
-----^ ~ ( s l n V?T ~ ) r-4 sin p  op op
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